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Resumo
Os sistemas optomecaˆnicos sa˜o sistemas f´ısicos onde a radiac¸a˜o interage com graus
de liberdade mecaˆnicos por meio da pressa˜o de radiac¸a˜o. Estes sistemas destacam-se pela
flexibilidade e pelo alto grau de controle sobre a interac¸a˜o optomecaˆnica. Nesta tese,
no´s apresentamos um estudo teo´rico acerca dos sistemas optomecaˆnicos, o qual pode ser
dividido em duas partes: a primeira parte se dedica ao uso de sistemas optomecaˆnicos na
gerac¸a˜o de estados na˜o cla´ssicos, e a segunda parte se dedica ao estudo da localizac¸a˜o de
Anderson em redes optomecaˆnicas.
Na primeira parte, no´s estudamos, primeiramente, a gerac¸a˜o de estados da radiac¸a˜o
com estat´ıstica sub-Poissoniana no regime quaˆntico na˜o linear. Este to´pico ja´ havia sido
estudado anteriormente em um sistema convencional composto por uma cavidade o´tica
acoplada a um oscilador mecaˆnico. Neste trabalho, consideramos um sistema onde duas
cavidades o´ticas interagem com um u´nico oscilador mecaˆnico. No´s mostramos que o
sistema estudado permite a gerac¸a˜o de estados com estat´ıstica sub-Poissoniana significa-
tivamente mais acentuada do que o sistema convencional. Ale´m disso, os estados gerados
sa˜o mais robustos com respeito ao ru´ıdo te´rmico do ambiente. Em seguida, estudamos
a gerac¸a˜o de estados estaciona´rios comprimidos do oscilador mecaˆnico em sistemas op-
tomecaˆnicos quadra´ticos operando no regime quaˆntico linear. No´s mostramos que, bom-
beando a cavidade o´tica com lasers com frequeˆncias e amplitudes espec´ıficas, e´ poss´ıvel
gerar estados estaciona´rios comprimidos do oscilador mecaˆnico.
Na segunda parte, no´s estudamos a localizac¸a˜o de Anderson em redes optomecaˆnicas
desordenadas. Redes optomecaˆnicas sa˜o arranjos espacialmente ordenados de inu´meros
modos o´ticos e mecaˆnicos que interagem entre si por meio do acoplamento optomecaˆnico.
Em um cena´rio realista, devido a impreciso˜es na fabricac¸a˜o deste sistema, os paraˆmetros
seriam desordenados. Nossos resultados mostram que os autoestados deste sistema sa˜o
exponencialmente localizados. Ale´m disso, observamos a existeˆncia de dois regimes de
operac¸a˜o em redes optomecaˆnicas desordenadas: o regime de acoplamento fraco e o re-
gime de acoplamento forte. A transic¸a˜o entre estes dois regimes apresenta caracter´ısticas
na˜o triviais que poderiam ser utilizadas para detectar experimentalmente a localizac¸a˜o
nestas estruturas. No´s estudamos tambe´m a dinaˆmica cla´ssica de redes optomecaˆnicas
desordenadas no regime insta´vel. Este e´ um to´pico bastante desafiador, uma vez que a
dinaˆmica e´ essencialmente na˜o linear neste regime. No´s mostramos que, em um regime
de paraˆmetros espec´ıfico, e´ poss´ıvel utilizar a aproximac¸a˜o linear para tempos curtos, e
os resultados desta aproximac¸a˜o fornecem importantes informac¸o˜es sobre a dinaˆmica na˜o
linear. No´s ainda analisamos brevemente a emergeˆncia de comportamento cao´tico neste
regime.
Abstract
Optomechanical systems are systems in which radiation interacts with mechanical
degrees of freedom via radiation pressure. These systems are well known for allowing
great flexibility and high control over the optomechanical interaction. In this thesis, we
present a theoretical investigation about optomechanical systems. This investigation can
be divided in two parts: the first part is devoted to the generation of nonclassical states
in optomechanical systems, and the second part is devoted to the study of Anderson
localization in optomechanical arrays.
In the first part, we study, firstly, the generation of optical sub-Poissonian states in
the quantum nonlinear regime. This topic has been previously investigated in a conventi-
onal optomechanical system with one optical cavity coupled to one mechanical oscillator.
Here, we investigate a system with two optical cavities coupled to one mechanical oscilla-
tor. We show that our system allows the generation of stronger sub-Poissonian states in
comparison with the conventional system. In addition, the states generated in our system
are more robust against thermal noise. Next, we investigate the generation of squeezed
steady states of the mechanical oscillator in a quadratic optomechanical system operating
in the quantum linear regime. We show that, if the optical cavity is pumped by lasers
with specific frequencies and amplitudes, it is possible to generate such states.
In the second part, we investigate Anderson localization in disordered optomechani-
cal arrays. Optomechanical arrays are periodic arrays of optical and mechanical modes,
which interact with each other via optomechanical coupling. In a realistic scenario, due
to imprecisions in the fabrication of such a structure, the parameters of the system will
be disordered. We show that the eigenstates in this system are exponentially localized.
Furthermore, we show the existence of two regimes in disordered optomechanical arrays:
the weak coupling regime and the strong coupling regime. The transition between these
regimes displays nontrivial features that could be used to detect localization experimen-
tally. We study also the classical dynamics of disordered optomechanical arrays in the
unstable regime. This is a very challenging topic, since the unstable regime is essentially
nonlinear. We show that, for a specific regime of parameters, it is possible to use the li-
near approximation for small times, and the linear results give us important informations
about the nonlinear dynamics. We analyze briefly the emergence of chaotic behavior in
the regime.
Lista dos s´ımbolos mais relevantes
ωc Frequeˆncia da cavidade o´tica
Ωm Frequeˆncia do oscilador mecaˆnico
κ Constante de dissipac¸a˜o o´tica
γ Constante de dissipac¸a˜o mecaˆnica
αL Amplitude do bombeamento externo da cavidade o´tica
ωL Frequeˆncia do bombeamento externo da cavidade o´tica
∆ Dissonaˆncia entre as frequeˆncias ωc e ωL, ∆ = ωL − ωc










g Constante de acoplamento optomecaˆnico linear
aˆ Operador de aniquilac¸a˜o da cavidade o´tica
bˆ Operador de aniquilac¸a˜o do oscilador mecaˆnico
T Temperatura de equil´ıbrio do reservato´rio te´rmico
nc Nu´mero me´dio de fo´tons do reservato´rio te´rmico o´tico
nm Nu´mero me´dio de foˆnons do reservato´rio te´rmico
mecaˆnico
xZPT Incerteza na posic¸a˜o de um oscilador harmoˆnico quando
este esta´ no estado de va´cuo
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A primeira tentativa documentada de se explicar um fenoˆmeno natural por meio de
uma interac¸a˜o mecaˆnica entre luz e mate´ria se deve a Johannes Kepler [1]. Kepler conjec-
turou, em 1619, que a luz do sol exerce uma forc¸a sobre as part´ıculas que compo˜em um
cometa, o que explicaria porque a cauda de um cometa aponta sempre em direc¸a˜o oposta a`
do sol. No entanto, foram necessa´rios mais de 200 anos para que esta conjectura recebesse
um tratamento teo´rico adequado por James C. Maxwell, em sua extraordina´ria teoria ele-
tromagne´tica. A eletrodinaˆmica de Maxwell preveˆ que a radiac¸a˜o eletromagne´tica possui
momento, exercendo portanto uma forc¸a sobre os corpos nos quais ela incide. A esta
forc¸a deu-se o nome de pressa˜o de radiac¸a˜o. A pressa˜o de radiac¸a˜o, no entanto, e´ ex-
tremamente fraca, e foram necessa´rios cerca de 40 anos desde a publicac¸a˜o do trabalho
de Maxwell ate´ que ela pudesse ser medida por Lebedev [2] e, independentemente, por
Nichols e Hull [3, 4]. Foi apenas na de´cada de 70 que aplicac¸o˜es promissoras da pressa˜o
de radiac¸a˜o foram descobertas: Aschkin propoˆs o aprisionamento de part´ıculas diele´tricas
utilizando a pressa˜o de radiac¸a˜o [5], e Ha¨nsch e Schawlow [6] e Wineland e Dehmelt [7]
propuseram o resfriamento de a´tomos. Nesta mesma e´poca, se iniciaram os estudos que
dariam origem ao campo da optomecaˆnica.
O estudo que fundou o campo de pesquisa que mais tarde viria a ser batizado de
optomecaˆnica comec¸ou em 1967, quando Braginsky, inicialmente interessado em medidas
interferome´tricas, passou a estudar tambe´m os efeitos da radiac¸a˜o sobre o movimento das
massas testes utilizadas nestes experimentos. Braginsky concebeu o arque´tipo de sistema
optomecaˆnico que hoje aparece na maioria dos artigos publicados na a´rea, uma cavidade
de Fabry-Perot na qual um dos espelhos e´ mo´vel e esta´ sujeito a um potencial harmoˆnico,
e deu in´ıcio ao estudo, no regime cla´ssico, de muitos fenoˆmenos importantes e ainda hoje
estudados [8]. A pesquisa que se seguiu nas de´cadas de 70 de 80 continuou restrita ao
regime cla´ssico, e foi em grande parte motivada pelo desejo de realizar medic¸o˜es inter-
ferome´tricas mais precisas. Na de´cada de 90, iniciaram-se estudos teo´ricos de sistemas
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optomecaˆnicos no regime quaˆntico, pore´m foi a partir dos anos 2000 que a pesquisa dos
sistemas optomecaˆnicos deu um enorme salto quantitativo e qualitativo, com experimen-
tos que alcanc¸aram o regime quaˆntico. Dentre os principais motivos que possibilitaram
o desenvolvimento vertiginoso desta a´rea, podemos citar, de um lado, a disponibilidade
de te´cnicas que permitiram a construc¸a˜o de dispositivos micromecaˆnicos e nanomecaˆnicos
com um n´ıvel de controle e precisa˜o sem precedentes e, de outro lado, as de´cadas de
conhecimento acumulados acerca do comportamento quaˆntico da luz. Em raza˜o deste
desenvolvimento, hoje, a interac¸a˜o optomecaˆnica e´ estudada nas mais diversas platafor-
mas experimentais, com osciladores mecaˆnicos com massas que va˜o de 10−21 gramas em
nuvens de a´tomos frios [12] ate´ alguns quilogramas em espelhos macrosco´picos [11], e
frequeˆncias de oscilac¸a˜o mecaˆnica que va˜o de 103 Hz em membranas acu´sticas [13] ate´ 109
Hz em cristais optomecaˆnicos [14] 1. O nu´mero de poss´ıveis aplicac¸o˜es tambe´m aumentou
notoriamente, havendo tanto aplicac¸o˜es de cara´ter fundamental quanto pra´tico. Dentre
as aplicac¸o˜es de cunho fundamental, que se debruc¸am sobre temas fundamentais da f´ısica,
podemos citar testes de modelos de decoereˆncia e a transic¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica para a
mecaˆnica cla´ssica [9,10], e a preparac¸a˜o de estados na˜o cla´ssicos em sistemas mesosco´picos
ou macrosco´picos [26,27,32,43,44,55]. Ja´ dentre as aplicac¸o˜es de cunho pra´tico, podemos
citar o desenvolvimento de medidores de deslocamento altamente precisos [15], o desen-
volvimento de interfaces de conversa˜o coerente entre diferentes frequeˆncias [16], ou mesmo
o processamento quaˆntico de informac¸a˜o [37].
Neste cap´ıtulo, pretendemos dar uma introduc¸a˜o aos sistemas optomecaˆnicos, e
discutir alguns dos principais fenoˆmenos observados nestes sistemas. Dada a importaˆncia
da dissipac¸a˜o em sistemas optomecaˆnicos, vamos primeiramente discutir alguns conceito
ba´sicos acerca da dinaˆmica de sistemas abertos. Em seguida, discutiremos a dinaˆmica dos
sistemas optomecaˆnicos propriamente ditos, assim como os diferentes regimes de operac¸a˜o
poss´ıveis. Por fim, faremos um breve resumo dos trabalhos que compo˜em esta tese de
doutorado.
1.1 Dinaˆmica de sistemas abertos
Nesta sec¸a˜o discutiremos brevemente as ferramentas mais importantes na simulac¸a˜o
da dinaˆmica de sistemas abertos que foram utilizadas nos trabalhos que exporemos adi-
ante. O conteu´do desta sec¸a˜o foi baseado nos tratamentos apresentados em [19–21].
A concepc¸a˜o de um sistema f´ısico isolado de qualquer influeˆncia externa e´ uma
idealizac¸a˜o. Sistemas f´ısicos interagem com graus de liberdade externos, e e´ importante
1Uma lista bastante completa de plataformas experimentais com os respectivos paraˆmetros pode ser
encontrada em [37].
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entender os efeitos desta interac¸a˜o. Para tal, vamos discutir conceitos e elencar algumas
hipo´teses que sa˜o cruciais para progredirmos no entendimento da dinaˆmica de sistemas
abertos. Primeiramente, vamos discutir o conceito de sistema e o conceito de reservato´rio
te´rmico. O primeiro nada mais e´ que o sistema f´ısico cujo estudo e´ o nosso objetivo
prima´rio, ja´ o segundo pretende modelar o ambiente que interage com o primeiro. Ale´m
desta diferenc¸a conceitual, sistema e reservato´rio te´rmico se distinguem notavelmente
pelo nu´mero de graus de liberdade: o reservato´rio conta um nu´mero de graus de liberdade
muito maior que o sistema. Tal diferenc¸a tem um forte apelo pra´tico, no sentido que o
reservato´rio te´rmico pretende ser um modelo do ambiente que interage com um sistema
f´ısico de interesse, e que em geral e´ muito maior que ele. Ale´m disso, existe um forte
apelo do ponto de vista matema´tico, uma vez que a grande diferenc¸a no nu´mero de graus
de liberdade permite que aproximac¸o˜es muito convenientes possam ser feitas. Portanto,
nossa primeira hipo´tese e´ a existeˆncia de um reservato´rio te´rmico que interage com o
sistema, e cujo nu´mero de graus de liberdade e´ muito maior que o nu´mero de graus de
liberdade do sistema.
A nossa segunda hipo´tese e´ que a dinaˆmica do sistema aberto e´ regida por um
Hamiltoniano, o qual pode ser genericamente escrito da seguinte forma,
H = HS +HR +HI , (1.1)
onde HS e´ o Hamiltoniano do sistema de interesse, HR e´ o Hamiltoniano do reservato´rio
te´rmico, e HI e´ o Hamiltoniano de interac¸a˜o entre sistema e reservato´rio. H e´ o Hamilto-
niano total.
A nossa terceira hipo´tese e´ a de que o estado inicial do sistema total (sistema e
reservato´rio te´rmico) e´ na˜o correlacionado. No regime quaˆntico, isto significa que o estado
do sistema total pode ser escrito como o produto tensorial entre o estado do sistema
e o estado do reservato´rio. Esta hipo´tese e´ perfeitamente razoa´vel no regime cla´ssico:
imagine uma part´ıcula cla´ssica que a partir de um dado instante e´ imersa em um meio
viscoso. Naturalmente, a part´ıcula so´ passa a interagir com o meio viscoso a partir do
instante em que ela e´ colocada nesse meio, o que torna a hipo´tese de um estado inicial
na˜o correlacionado extremamente plaus´ıvel. Esta hipo´tese na˜o e´, entretanto, plenamente
justifica´vel de um ponto de vista quaˆntico. Por exemplo: quanticamente na˜o e´ poss´ıvel, em
qualquer circunstaˆncia, isolar uma part´ıcula carregada do campo eletromagne´tico. Mesmo
que o campo ele´trico esteja no estado de va´cuo, uma part´ıcula carregada estaria sujeita a`s
flutuac¸o˜es quaˆnticas deste estado. Logo, a hipo´tese de um estado inicial na˜o correlacionado
se torna na˜o realista. Algumas situac¸o˜es especiais tornariam esta hipo´tese mais fact´ıvel:
no caso em que o sistema e o ambiente interagem fracamente, as correlac¸o˜es iniciais entre
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ambos provavelmente na˜o teriam efeitos significativos na dinaˆmica do sistema [17]. Ale´m
disso, em sistemas onde a aproximac¸a˜o Markoviana e´ va´lida2, o efeitos de correlac¸o˜es
iniciais sa˜o rapidamente suprimidos [18]. Na˜o obstante as limitac¸o˜es da hipo´tese de um
estado inicial fatoriza´vel, esta hipo´tese e´ essencial para o desenvolvimento que se segue.
Uma discussa˜o mais completa acerca deste problema foge ao propo´sito desta tese e a`
competeˆncia deste que aqui escreve, mas pode ser encontrada em [17] e nas refereˆncias
deste artigo.
As treˆs hipo´teses discutidas ate´ agora sa˜o as u´nicas hipo´teses que sa˜o estritamente
necessa´rias em ambos os me´todos que discutiremos a seguir. As demais hipo´teses que
discutiremos adiante podem ser necessa´rias em apenas um dos me´todos, ou apenas serem
hipo´teses que simplifiquem significativamente o desenvolvimento destes me´todos. Neste
segundo grupo de hipo´teses, temos primeiramente uma hipo´tese acerca da forma de HR:
o reservato´rio consiste em um nu´mero muito grande de osciladores harmoˆnicos, o que










A hipo´tese de um reservato´rio de osciladores harmoˆnicos e´ extremamente convidativa de
um ponto de vista matema´tico, uma vez que um reservato´rio harmoˆnico leva a equac¸o˜es
que podem ser resolvidas com relativa facilidade. De um ponto de vista f´ısico, esta
hipo´tese e´ completamente justificada em um contexto o´tico, dado que neste caso o reser-
vato´rio te´rmico e´ o campo eletromagne´tico, que e´ descrito precisamente por osciladores
harmoˆnicos. Para outros sistemas e´ intuitivo que tal suposic¸a˜o seja uma aproximac¸a˜o
razoa´vel, dado que podemos pensar numa situac¸a˜o de equil´ıbrio em que todos os graus
de liberdade do reservato´rio sa˜o ligeiramente perturbados pelo sistema, de maneira que
os potenciais aos quais estes graus de liberdade esta˜o sujeitos possam ser efetivamente
aproximados por potenciais harmoˆnicos. Note que esta segunda justificativa para a esco-
lha de um reservato´rio harmoˆnico conte´m um certo grau de especulac¸a˜o. A hipo´tese do
reservato´rio te´rmico harmoˆnico e´ necessa´ria para a derivac¸a˜o das equac¸o˜es de Langevin-
Heisenberg, pore´m e´ dispensa´vel na derivac¸a˜o da equac¸a˜o mestra, ainda que esta hipo´tese
possa ser bastante conveniente neste u´ltimo caso.
Outras hipo´tese simplificadoras sa˜o:
I - O acoplamento entre o sistema e o reservato´rio te´rmico e´ linear.
II - O espectro de frequeˆncias do reservato´rio e´ cont´ınuo e suave.
III - As constantes de acoplamento entre o sistema e o reservato´rio te´rmico sa˜o uma func¸a˜o
suave da frequeˆncia dos osciladores.
2Esta aproximac¸a˜o sera´ discutida mais adiante.
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Um poss´ıvel Hamiltoniano linear de interac¸a˜o entre o sistema e um reservato´rio te´rmico










onde X e´ um grau de liberdade do sistema de interesse. O limite para um distribuic¸a˜o
cont´ınua de osciladores e´ obtido substituindo-se o somato´rio sobre os modos por uma








onde n(ω) e´ o numero de osciladores com frequeˆncia igual ou menor que ω. Neste limite,
pn → p(ω) (1.5)
qn → q(ω) (1.6)
kn → k(ω) (1.7)
A hipo´tese II e´ satisfeita se n(ω) e´ uma func¸a˜o cont´ınua e suave. Ja´ a hipo´tese III e´
satisfeita se k(ω) e´ uma func¸a˜o suave. Novamente, estas u´ltimas hipo´teses sa˜o satisfeitas
com relativa facilidade para sistemas o´ticos.
A aproximac¸a˜o de Markov
E´ importante lembrar que estamos interessados na dinaˆmica do sistema apenas,
ou seja, buscamos equac¸o˜es dinaˆmicas que contenham apenas os graus de liberdade do
sistema. Portanto, em algum momento os graus de liberdade do reservato´rio devera˜o
ser eliminados. Este procedimento tem como consequeˆncia o aparecimento de termos
de memo´ria nas equac¸o˜es dinaˆmicas, ou seja, a dinaˆmica do sistema depende de sua
histo´ria pregressa. Podemos compreender a presenc¸a destes termos lembrando que a
dinaˆmica pregressa do sistema perturbou o reservato´rio, e que esta perturbac¸a˜o causada no
reservato´rio obviamente influenciara´ a dinaˆmica futura do sistema. Portanto, ao eliminar
os graus de liberdade do reservato´rio, e´ natural que tais termos aparec¸am. No entanto,
termos de memo´ria em geral dificultam consideravelmente a resoluc¸a˜o destas equac¸o˜es.
Para evitar este cena´rio, lanc¸a-se ma˜o da aproximac¸a˜o de Markov. A aproximac¸a˜o de
Markov e´ uma importante aproximac¸a˜o que e´ va´lida sempre que as func¸o˜es de correlac¸a˜o
do reservato´rio te´rmico decaem em uma escala de tempo que e´ muito menor que a escala
de tempo t´ıpica do sistema de interesse. Ou seja, o reservato´rio perturbado “relaxa”
muito antes que esta perturbac¸a˜o possa efetivamente influenciar a dinaˆmica do sistema
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na escala de tempo na qual estamos interessados. Desta maneira, a dinaˆmica do sistema
passa a depender apenas no seu estado presente. Esta aproximac¸a˜o e´ usada tanto na
derivac¸a˜o das equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg quanto na derivac¸a˜o da equac¸a˜o mestra
que mostraremos a seguir.
Equac¸o˜es mestras
Equac¸o˜es mestras sa˜o equac¸o˜es dinaˆmicas que regem a evoluc¸a˜o do operador densi-
dade reduzido do sistema ρˆS = TrR{ρˆ}, onde ρˆ e´ o operador densidade do sistema total
(sistema e reservato´rio), e TrR{ρˆ} e´ o trac¸o parcial de ρˆ com respeito ao reservato´rio




ρˆ = [H, ρˆ]. (1.8)
Se a interac¸a˜o entre o sistema e o reservato´rio satisfaz as treˆs hipo´teses ba´sicas que discu-
timos anteriormente, e o acoplamento entre o sistema e o reservato´rio e´ fraco o suficiente,
podemos encontrar uma equac¸a˜o dinaˆmica para o operador densidade reduzido do sis-
tema ρˆS = TrR{ρˆ}, onde os graus de liberdade do reservato´rio foram eliminados. Esta e´
a chamada equac¸a˜o mestra do sistema de interesse. Note que nenhuma hipo´tese adicional
acerca da natureza do reservato´rio e do acoplamento e´ necessa´ria, o que torna o forma-
lismo de equac¸o˜es mestras bastante versa´til, podendo ser utilizado inclusive em situac¸o˜es
onde o acoplamento entre sistema e reservato´rio e´ na˜o linear.
A equac¸a˜o mestra de um oscilador harmoˆnico com frequeˆncia ω acoplado a um
reservato´rio harmoˆnico em equil´ıbrio te´rmico a uma temperatura T e´ dada por
d
dt





†−aˆ†aˆ ˆˆρS− ˆˆρS aˆ†aˆ)+γ
2
n(2aˆ† ˆˆρS aˆ−aˆaˆ† ˆˆρS− ˆˆρS aˆaˆ†), (1.9)
onde Hˆ e´ o Hamiltoniano do oscilador harmoˆnico, n = (e~ω/kT − 1)−1 e´ o nu´mero me´dio
de excitac¸o˜es do reservato´rio te´rmico, e k e´ a constante de Boltzmann. Note que o lado
direito da equac¸a˜o (1.9) e´ composto de duas partes: o primeiro termo e´ simplesmente
a equac¸a˜o de Schro¨dinger para o operador densidade, trata-se portanto de um termo
unita´rio. O segundo termo, proporcional a γ
2
(n+1), e´ responsa´vel por transic¸o˜es quaˆnticas
nas quais o oscilador cede excitac¸o˜es para o reservato´rio. Logo este termo e´ responsa´vel
pela perda de energia do sistema para o reservato´rio. Ja´ o terceiro termo, proporcional
a γ
2
n, e´ responsa´vel por transic¸o˜es quaˆnticas nas quais o oscilador ganha excitac¸o˜es do
reservato´rio. A interpretac¸a˜o destes termos fica clara se escrevemos ρˆS na base de nu´mero.
Note ainda que a equac¸a˜o (1.9) e´ uma equac¸a˜o mestra Markoviana, como se conclui pela
auseˆncia de termos de memo´ria. Um ponto importante acerca da equac¸a˜o (1.9) e´ que ela
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satisfaz a chamada forma de Lindblad. Isto garante que se ρˆS(t0) e´ de fato um operador
densidade, i.e. Tr{ρˆS(t0)} = 1 e ρˆS(t0) e´ definido semi-positivo, enta˜o ρˆS(t), t > t0,
tambe´m e´ um operador densidade [22]. Uma derivac¸a˜o da equac¸a˜o mestra (1.9) pode ser
encontrada em [21].
Equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg
A equac¸a˜o de Langevin surgiu como uma equac¸a˜o diferencial estoca´stica introduzida
no in´ıcio do se´culo XX por Paul Langevin para descrever o movimento Browniano cla´ssico,
no qual uma part´ıcula suficientemente pequena apresenta movimento randoˆmico quando
imersa em um meio viscoso [23]. Tal equac¸a˜o permite uma ana´lise teo´rica mais simples do
movimento Browniano em comparac¸a˜o com a abordagem introduzida por Einstein alguns
anos antes. A principal diferenc¸a entre as duas abordagens consiste no fato de a equac¸a˜o











onde V (x) e´ um potencial externo aplicado sobre a part´ıcula, γ e´ uma constante positiva,
e ξ(t) e´ uma func¸a˜o estoca´stica. A interpretac¸a˜o f´ısica dos u´ltimos dois termos e´ especi-
almente importante. A constante γ multiplicada pela velocidade da part´ıcula resulta em
uma forc¸a que se opo˜e ao movimento da mesma. Por esse motivo γ e´ tambe´m chamada
de constante de fricc¸a˜o ou constante de decaimento, dado que a forc¸a viscosa por ela ge-
rada tem como consequeˆncia o decaimento exponencial da energia do sistema. A func¸a˜o
estoca´stica ξ(t) representa uma forc¸a estoca´stica que age sobre a part´ıcula Browniana,
causada pelos inu´meros impactos entre a part´ıcula Browniana e as part´ıculas do meio
viscoso. Duas hipo´teses adicionais a respeito da func¸a˜o ξ(t) foram feitas por Langevin. A
primeira hipo´tese supo˜e ξ(t) uma func¸a˜o delta correlacionada, ξ(t), ξ(t′) ∝ δ(t− t′), onde
a(t) representa a me´dia temporal do processo estoca´stico a(t). Esta primeira hipo´tese diz
que os impactos sofridos pela part´ıcula Browniana na˜o sa˜o correlacionados, ainda que o
intervalo de tempo entre estes impactos seja muito pequeno. A segunda hipo´tese diz que
ξ(t) e´ um processo estoca´stico Gaussiano, sendo assim completamente definido por seus
dois primeiros momentos. Ambas as hipo´teses sa˜o satisfeitas no limite em que a massa
da part´ıcula Browniana e´ muito maior que a massa das part´ıculas que compo˜em o meio
viscoso, ale´m de serem bastante convenientes de um ponto de vista matema´tico. Dado
que, em u´ltima instaˆncia, a resisteˆncia do meio ao movimento da part´ıcula Browniana e´
causado pela interac¸a˜o (coliso˜es) entre esta e as part´ıculas do meio viscoso, e´ de se esperar
que exista alguma relac¸a˜o entre γ e ξ(t). Esta relac¸a˜o de fato existe e e´ dada pelo teorema
de flutuac¸a˜o-dissipac¸a˜o [24].
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Posteriormente, o movimento Browniano quaˆntico passou a ser considerado e, na-
turalmente, uma extensa˜o da equac¸a˜o de Langevin para sistemas quaˆnticos tambe´m. Es-
tas sa˜o as chamadas equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg. Tais equac¸o˜es continuam sendo
equac¸o˜es diferenciais estoca´sticas, pore´m na˜o mais descrevem a dinaˆmica de func¸o˜es, mas
de operadores na versa˜o de Heisenberg.




qˆ = Ωpˆ, (1.11)
d
dt
pˆ = −Ωxˆ− γpˆ+ ξˆ, (1.12)
onde qˆ e pˆ sa˜o operadores adimensionais de posic¸a˜o e momento, γ e´ a constante de
dissipac¸a˜o, e ξˆ e´ o operador de ru´ıdo. Note que as equac¸o˜es (1.11) e (1.12) sa˜o equac¸o˜es
Markovianas, como atesta a auseˆncia de termos de memo´ria. O operador de ru´ıdo ξˆ























A func¸a˜o de correlac¸a˜o do operador de ru´ıdo, 〈[ξˆ(t)ξˆ(t′)]
+
〉, dada pela equac¸a˜o (1.15),
apresenta um se´rio problema: ela diverge. Esta divergeˆncia se deve a` aproximac¸a˜o Mar-
koviana adotada. Em situac¸o˜es realistas, sempre existe uma escala de tempo onde efeitos
de memo´ria sa˜o relevante. Como consequeˆncia, o integrando do lado direito da equac¸a˜o
(1.15) passa a conter um termo que tende a zero ra´pido o suficiente quando ω → ∞, de
maneira que a integral e´ convergente. Uma maneira alternativa, e pra´tica, de resolver
este problema e´ definindo uma frequeˆncia de corte Ωcorte, de forma que a integral e´ feita
no intervalo ω ∈ [0,Ωcorte].
Se o sistema estudado e´ fracamente dissipativo, Ω γ, e se estamos interessados na
resposta do sistema para frequeˆncias pro´ximas a Ω, podemos simplificar as equac¸o˜es (1.11)
e (1.12) significativamente por meio da aproximac¸a˜o de onda girante. Nesta aproximac¸a˜o,
os termos na˜o ressonantes das equac¸o˜es de movimento sa˜o desprezados, e a equac¸a˜o de

















′)] = δ(t− t′), (1.17)
〈aˆin(t)〉 = 0, (1.18)
〈aˆin(t)aˆ†in(t′)〉 = (nc + 1)δ(t− t′). (1.19)
Ale´m da noto´ria simplicidade da equac¸a˜o (1.16), a aproximac¸a˜o de onda girante acaba com
a divergeˆncia observada na func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o do operador de ru´ıdo. O operador
de ru´ıdo neste caso descreve um ru´ıdo branco. Esta e´ uma consequeˆncia direta do fato de
estudarmos a resposta do sistema para frequeˆncias pro´ximas a Ω.
De maneira geral, a dinaˆmica de um sistema dissipativo pode ser entendida como
um processo no qual o sistema e´ alimentado pelo reservato´rio via o operador de ru´ıdo
aˆin (ou ξˆ), e o reservato´rio e´ alimentado pelo sistema via um operador que chamaremos
aˆout. Enquanto a interpretac¸a˜o do operador aˆin fica clara a partir da equac¸a˜o (1.11), a
existeˆncia e a interpretac¸a˜o de um operador aˆout fica clara se lembrarmos que talvez o
principal efeito do acoplamento de um sistema com o reservato´rio e´ a dissipac¸a˜o de energia
do primeiro para o segundo. De fato, pode-se mostrar matematicamente que o operador
aˆout existe e que sua relac¸a˜o com os demais graus de liberdade do sistema, na aproximac¸a˜o
de onda girante, e´ dada por
aˆout(t)− aˆin(t) = √γaˆ(t). (1.20)
A equac¸a˜o (1.20) e´ extremamente importante pois ela nos permite analisar a sa´ıda (ou
output) do sistema f´ısico estudado. Em um sistema o´tico, a sa´ıda equivaleria a` radiac¸a˜o
emitida pelo sistema. Note que o estudo da radiac¸a˜o de sa´ıda e´ imposs´ıvel no formalismo
de equac¸o˜es mestras, onde apenas a dinaˆmica interna do sistema pode ser estudada. Uma
derivac¸a˜o da equac¸a˜o (1.11), assim como uma o´tima discussa˜o acerca da f´ısica por tra´s
das equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg pode ser encontrada em [19].
Na pro´xima sec¸a˜o, aplicaremos os conceitos e equac¸o˜es aqui apresentadas ao estudo
da dinaˆmica de sistemas optomecaˆnicos em contato com o ambiente.
1.2 Sistemas Optomecaˆnicos
Sistemas optomecaˆnicos sa˜o sistemas onde radiac¸a˜o interage com graus de liberdade
mecaˆnicos, e o mecanismo fundamental desta interac¸a˜o e´ a troca de momento entre fo´tons
e os graus de liberdade mecaˆnicos em questa˜o. Talvez o sistema optomecaˆnico mais simples
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Figura 1.1: (a) Sistema optomecaˆnico composto por um feixe de fo´tons de frequeˆncia ωL
que e´ refletido por um espelho acoplado a um oscilador harmoˆnico de frequeˆncia Ωm. (b)
Sistema optomecaˆnico composto por um feixe de fo´tons que incide em uma cavidade de
Fabry-Perot onde um dos espelho e´ mo´vel e esta´ acoplado a um oscilador harmoˆnico de
frequeˆncia Ωm. O armazenamento de fo´tons dentro da cavidade o´tica torna a interac¸a˜o
optomecaˆnica muito mais forte.
que possamos conceber seja um sistema no qual um feixe de fo´tons e´ refletido por um
espelho mo´vel sujeito a um potencial harmoˆnico. Este sistema, representado na figura
1.1a, foi estudado por Braginsky e Manukin em 1967 [8]. Para termos uma ideia do
qua˜o forte e´ a interac¸a˜o entre a luz e o oscilador harmoˆnico neste sistema, vamos calcular
o momento transferido por um u´nico fo´ton para o oscilador. Como a velocidade c dos
fo´tons e´, em geral, muito maior que a velocidade de um oscilador mecaˆnico, podemos
aproximar o momento transferido por um fo´ton para o espelho por |∆p| = 2h/λ, o que
para fo´tons o´ticos (f ≈ 1015 Hz) da´ algo pro´ximo a 10−27 kg.m/s por fo´ton refletido. Uma
transfereˆncia de momento ta˜o minu´scula na˜o seria facilmente medida, mesmo se milho˜es
de fo´tons incidissem no espelho por segundo. Braginsky e Manukin, que ja´ estavam cientes
deste problema em 1967, sugeriram uma maneira notavelmente simples e bastante eficiente
de aumentar a interac¸a˜o entre a luz e o oscilador mecaˆnico: em vez de incidir os fo´tons
diretamente sobre o espelho mo´vel, os fo´tons seriam incididos em uma cavidade o´tica
de Fabry-Perot, a qual teria um espelho mo´vel sujeito a um potencial harmoˆnico (vide
figura 1.1b). Os fo´tons seriam, portanto, armazenados pela cavidade o´tica e interagiriam
com o espelho mo´vel por mais tempo. O tempo t´ıpico de armazenamento de um fo´ton
em uma cavidade o´tica e´ dado por κ−1, o que e´ suficiente para que o fo´ton seja refletido
n = c/2Lκ vezes pelo espelho mo´vel, onde κ e´ a taxa de dissipac¸a˜o dos fo´tons no interior
da cavidade e L e´ o comprimento da cavidade. Desta maneira, a transfereˆncia de momento
entre um u´nico fo´ton e o espelho mo´vel aumenta n vezes. O nu´mero me´dio de reflexo˜es
sofrida por um fo´ton, n = c/2Lκ, nada mais e´ que F/2pi, onde F e´ a finesse da cavidade
o´tica. A finesse F de uma cavidade o´tica e´ tipicamente da ordem de 104 ou 105 [25]. O
armazenamento dos fo´tons em uma cavidade o´tica leva ainda a outros fenoˆmenos bastante
interessantes: a transfereˆncia de momento entre os fo´tons da cavidade e o espelho mo´vel
desloca o espelho mo´vel, aumentando o comprimento L da cavidade. Como consequeˆncia,
as frequeˆncias de ressonaˆncia da cavidade, que sa˜o mu´ltiplos de ωc = pic/2L, tambe´m sa˜o
modificadas. Uma vez que as frequeˆncias de ressonaˆncia da cavidade sa˜o modificadas, a
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radiac¸a˜o armazenada deixa de estar em ressonaˆncia com a mesma e passa a ser dissipada
mais rapidamente, o que diminui o nu´mero de fo´tons na cavidade e, consequentemente, a
taxa de troca de momento. O espelho enta˜o tende a voltar para a posic¸a˜o de equil´ıbrio.
A este interessante mecanismo de feedback entre a radiac¸a˜o e o espelho e´ dado o nome de
‘dynamic back-action’.
O Hamiltoniano optomecaˆnico
Vamos agora adotar uma abordagem mais quantitativa para estudar o sistema opto-
mecaˆnico representado na figura 1.1b. A maneira mais rigorosa de fazer isto e´ escrevendo
o Lagrangeano do espelho mo´vel e do campo eletromagne´tico dentro da cavidade (mode-
lados ambos como osciladores harmoˆnicos) e desta maneira obter as equac¸o˜es dinaˆmicas
para ambos. A partir do Lagrangeano podemos determinar os momentos conjugados do
sistema e encontrar o Hamiltoniano do sistema, o que permite a quantizac¸a˜o do mesmo.
Este hercu´leo trabalho ja´ foi feito [38], pore´m podemos chegar essencialmente aos mesmos
resultados por um caminho menos a´rduo e no qual a f´ısica do problema e´ mais evidente.
O comprimento da cavidade e´ dependente da posic¸a˜o do espelho mo´vel, e e´ dado por
L + x, onde x e´ o deslocamento do espelho com relac¸a˜o a uma posic¸a˜o de equil´ıbrio.





Dado que x e´ suposto pequeno se comparado a L, podemos expandir ωc(x) em uma se´rie






















Se x  L, e´ suficiente, em geral, que a se´rie na equac¸a˜o (1.22) seja truncada no termo
linear em x/L 3:
ωc(x) = ωc(0)− ωc(0)
L
x = ωc(0)−Gx, (1.23)
onde G e´ a constante de acoplamento optomecaˆnico. O operador Hamiltoniano do sistema
pode enta˜o ser escrito da seguinte maneira:
HˆS = ~ωc(qˆ)aˆ†aˆ+ ~
Ωm
2
(pˆ2 + qˆ2), (1.24)
3Em algumas situac¸o˜es especiais, o termo linear em x/L e´ nulo, de maneira que a se´rie deve ser
truncada no termo de ordem quadra´tica [31]. Este caso leva ao chamado acoplamento optomecaˆnico
quadra´tico, que exploraremos no cap´ıtulo 3 desta tese.
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onde aˆ e´ o operador de aniquilac¸a˜o do ressonador o´tico, e Ωm e´ a frequeˆncia do oscilador
mecaˆnico. Os operadores pˆ e qˆ sa˜o, respectivamente, os operadores adimensionais de








onde xZPF (ZPF e´ uma abreviac¸a˜o de Zero Point Fluctuation) e´ a incerteza na posic¸a˜o
de um oscilador harmoˆnico no estado fundamental. O Hamiltoniano (1.24) e´, portanto,
dado por






onde g0 = GxZPF , e ωc(0) e´ designado simplesmente por ωc.
O Hamiltoniano (1.26) nos permite fazer algumas infereˆncias sobre a f´ısica do sis-
tema. Primeiramente, no que diz repeito a` dinaˆmica do oscilador mecaˆnico, o termo
responsa´vel pela interac¸a˜o optomecaˆnica tem a forma −Fx, sendo portanto uma forc¸a
que age sobre o espelho. De fato, esta forc¸a nada mais e´ que a pressa˜o de radiac¸a˜o que
os fo´tons dentro da cavidade exercem no espelho mo´vel. O momento transferido por um
fo´ton para o espelho mo´vel e´ dado por |∆px| = 2h/λ. Uma vez que o nu´mero me´dio
de fo´tons dentro de uma cavidade e´ dado por 〈aˆ†aˆ〉, e o intervalo de tempo entre duas
reflexo˜es sucessivas de um fo´ton pelo espelho mo´vel e´ dado por τc = 2L/c, a pressa˜o de
radiac¸a˜o me´dia exercida sobre o espelho e´ dada por








〈aˆ†aˆ〉 = ~G〈aˆ†aˆ〉. (1.27)
Conclu´ımos, portanto, que de fato a interac¸a˜o optomecaˆnica se deve a` pressa˜o de radiac¸a˜o
sobre o espelho mo´vel.
A dinaˆmica de um sistema optomecaˆnico em contato com o ambiente
No mais das vezes, estamos interessados em situac¸o˜es em que o sistema optomecaˆnico
interage com o ambiente. Para diversos sistemas quaˆnticos, a interac¸a˜o dos mesmos com
o ambiente resulta apenas em dissipac¸a˜o de energia e decoereˆncia, sendo desta maneira
uma interac¸a˜o indesejada. Para sistemas optomecaˆnicos no entanto, a interac¸a˜o com o
ambiente abre novas perspectivas no estudo destes sistemas, tais como a possibilidade
de se amplificar ou resfriar o movimento do oscilador mecaˆnico ou mesmo alterar as
caracter´ısticas do oscilador mecaˆnico. No estudo de sistemas optomecaˆnicos dissipativos,
e´ altamente deseja´vel, entretanto, que o modo o´tico seja bombeado por alguma fonte
externa, do contra´rio a alta taxa de dissipac¸a˜o do modo o´tico faz com que o sistema
decaia para o estado va´cuo rapidamente. Na presenc¸a de um bombeamento cla´ssico do
26







†aˆqˆ + αL(t)aˆ+ α∗L(t)aˆ
†, (1.28)
onde os dois u´ltimos termos do Hamiltoniano (1.28) representam o bombeamento. Por
ora, vamos considerar um bombeamento monocroma´tico com frequeˆncia ωL e amplitude
αL, αL(t) = iαLe
iωLt. Nesta situac¸a˜o e´ conveniente transformar o Hamiltoniano (1.28)
pelo operador unita´rio U = eiωLaˆ
†aˆt, o que nos da´






†aˆqˆ + iαL(aˆ† − aˆ), (1.29)
onde ∆ = ωL − ωc. Note que passamos a ter um Hamiltoniano que na˜o depende expli-
citamente do tempo. Esta transformac¸a˜o equivale a mudar para um referencial que gira
com a mesma frequeˆncia ωL do bombeamento.
O estudo da evoluc¸a˜o na˜o coerente de sistemas optomecaˆnicos e´ feito principalmente
utilizando-se equac¸o˜es mestras ou equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg. A equac¸a˜o mestra
de um sistema optomecaˆnico e´ dada por,
d
dt
ρˆ = − i
~
[HˆS, ρˆ] + κ(nc + 1)(2aˆρˆaˆ
† − aˆ†aˆρˆ− ρˆaˆ†aˆ) + κnc(2aˆ†ρˆaˆ− aˆaˆ†ρˆ− ρˆaˆaˆ†)
+ γ(nm + 1)(2bˆρˆbˆ
† − bˆ†bˆρˆ− ρˆbˆ†bˆ) + γnm(2bˆ†ρˆbˆ− bˆbˆ†ρˆ− ρˆbˆbˆ†), (1.30)
onde ρˆ e´ o operador densidade do sistema optomecaˆnico, e bˆ = (qˆ+ipˆ)/
√
2 e´ o operador de
aniquilac¸a˜o do oscilador mecaˆnico. O paraˆmetro κ e´ a taxa de decaimento do modo o´tico,
γ e´ a taxa de decaimento do modo mecaˆnico, nc = (exp(~ωc/KBT ) − 1)−1 e´ o nu´mero
me´dio de fo´tons te´rmicos, e nm = (exp(~ωm/KBT ) − 1)−1 e´ o nu´mero me´dio de foˆnons
te´rmicos. O primeiro termo e´ relativo a` evoluc¸a˜o coerente do sistema e os demais termos
sa˜o responsa´veis pela interac¸a˜o da radiac¸a˜o e do espelho com o ambiente. Para frequeˆncias
o´ticas, em geral e´ seguro aproximar nc por zero mesmo a` temperatura ambiente, uma vez
que nu´mero de fo´tons excitados pelo reservato´rio te´rmico e´ muito pequeno.















qˆ = Ωmpˆ, (1.32)
d
dt




Os operadores aˆin(t) e ξˆ(t) sa˜o operadores de ru´ıdo que satisfazem as equac¸o˜es (1.14)-
(1.19)
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Adiante no´s estudaremos os diferente regimes de operac¸a˜o dos sistemas optomecaˆnicos.
No´s escolhemos classificar os diferentes regimes de operac¸a˜o com respeito a` linearidade
das equac¸o˜es, e com respeito ao cara´ter cla´ssico ou quaˆntico do sistema optomecaˆnico.
Temos portanto quatro regimes de operac¸a˜o:
• o regime cla´ssico na˜o linear,
• o regime cla´ssico linear,
• o regime quaˆntico linear, e
• o regime quaˆntico na˜o linear ou regime de acoplamento forte.
O regime cla´ssico na˜o linear
As equac¸o˜es dinaˆmicas do regime cla´ssico na˜o linear podem ser obtidas substituindo-
se os operadores nas equac¸o˜es (1.31-1.33) por func¸o˜es complexas e desprezando-se o ope-
rador de ru´ıdo aˆin (que e´ um operador de ru´ıdo estritamente quaˆntico), ou simplesmente











2g0aq + αL, (1.34)
d
dt
q = Ωmp, (1.35)
d
dt
p = −Ωmq − γp+
√
2g0|a|2. (1.36)
O estado estaciona´rio do sistema, obtido impondo-se que as derivadas temporais sejam
nulas, e´ dado por










Vamos agora analisar algumas das consequeˆncias mais ba´sicas do acoplamento opto-
mecaˆnico. Primeiramente, temos que lembrar que a dinaˆmica do espelho mo´vel e´ definida
tanto pela forc¸a restauradora harmoˆnica quanto pela pressa˜o de radiac¸a˜o. Para compre-
endermos melhor os efeitos desta combinac¸a˜o, vamos considerar a situac¸a˜o simplificada
em que a taxa de decaimento κ da radiac¸a˜o e´ muito maior que todos os demais paraˆmetros
do sistema. Neste caso, a radiac¸a˜o atinge o estado estaciona´rio numa escala de tempo
muito menor que todas as demais escalas de tempo do sistema. Em particular, a radiac¸a˜o
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responde de maneira aproximadamente instantaˆnea ao movimento do espelho, de maneira
que, do ponto de vista do espelho, o estado da radiac¸a˜o depende da posic¸a˜o do espelho
mo´vel apenas. Desta maneira, a dinaˆmica do espelho e´ descrita pela seguinte equac¸a˜o,
d2
dt2






O u´ltimo termo da equac¸a˜o (1.40) e´ a forc¸a referente a` pressa˜o de radiac¸a˜o, a qual cha-
maremos Frad, que e´ func¸a˜o apenas da posic¸a˜o q do espelho. A partir da equac¸a˜o (1.37),
e´ poss´ıvel mostrar que existe uma func¸a˜o potencial Vrad, a qual esta´ relacionada com a
forc¸a Frad pela seguinte expressa˜o:
Frad(q) = − d
dq
Vrad. (1.41)

















q2 + Vrad(q). (1.43)
O efeito de tal potencial sobre a dinaˆmica do espelho mo´vel e´, primeiramente, mudar a
posic¸a˜o de equil´ıbrio q0 do espelho mo´vel. Ale´m disso, a constante de mola k = Ω
2
m do














Este fenoˆmeno e´ conhecido como “mola o´tica”. Para situac¸o˜es nas quais o bombeamento
do modo o´tico e´ suficientemente forte, a “contribuic¸a˜o o´tica” para a constante de mola
efetiva kef pode ser da mesma ordem que Ω
2
m ou maior [48]. Nestas situac¸o˜es, o potencial
efetivo Vef (q) pode apresentar mudanc¸as qualitativas, com o aparecimento de mais pontos
de equil´ıbrio. Esta e´ a chamada biestabilidade do sistema optomecaˆnico. A figura 1.2a
mostra como se da´ esta mudanc¸a qualitativa do potencial Vef (q). A biestabilidade e´
um dos fenoˆmenos mais nota´veis de sistemas optomecaˆnicos, tendo sido observada ja´
nos primo´rdios da pesquisa nestes sistemas. Isto se deve ao fato de a biestabilidade ser
observada tambe´m no regime cla´ssico [45–47], assim como os demais fenoˆmenos explorados
ate´ agora.











Figura 1.2: (a) Gra´fico do potencial efetivo Vef (q) ao qual o espelho mo´vel esta´ sujeito.
A curva azul representa o caso em que o nu´mero me´dio de fo´tons da cavidade e´ zero.
Nas curvas azul claro, vermelha clara e vermelha, o nu´mero me´dio de fo´tons e´ diferente
de zero e crescente na ordem apresentada. Fica claro que aumentando o nu´mero me´dio
de fo´tons no interior da cavidade o sistema passa a exibir mais um ponto de equil´ıbrio
insta´vel e outro de equil´ıbrio esta´vel. (b) Soluc¸o˜es da equac¸a˜o (1.47) obtidas graficamente.
Fica claro que, supondo o coeficiente angular da reta fixo, a existeˆncia de uma ou mais
soluc¸o˜es esta´ vinculada a` intensidade do bombeamento na cavidade. Os pontos cinzas
designam pontos de equil´ıbrio esta´vel e o ponto laranja designa um ponto de equil´ıbrio
insta´vel.



























Temos portanto uma equac¸a˜o de terceiro grau em qs, o que implica que sempre teremos ao
menos uma soluc¸a˜o real, podendo acontecer ainda que tenhamos treˆs soluc¸o˜es reais para
qs. Uma condic¸a˜o necessa´ria para que a equac¸a˜o (1.47) tenha treˆs soluc¸o˜es reais e´ que
o polinoˆmio de terceiro grau P (qs) tenha dois pontos extremos distintos. A formulac¸a˜o
matema´tica desta condic¸a˜o pode ser obtida derivando-se os dois lados da igualdade na
equac¸a˜o (1.47) e impondo-se que o polinoˆmio de segundo grau resultante tenha duas






Figura 1.3: Diagrama F rad× q onde q e´ a posic¸a˜o do espelho mo´vel. A curva Lorentziana
representa F rad(q) no caso em que a radiac¸a˜o responde instantaneamente ao movimento
do espelho. As curvas fechadas azul e vermelha representam as trajeto´rias no caso em que
a resposta da radiac¸a˜o ao movimento do espelho na˜o e´ imediata. A a´rea determinada por
estas curvas implica que trabalho foi feito sobre o oscilador mecaˆnico. O sinal do trabalho
W feito e´ determinado pelo sentido da curva e implica em resfriamento para W < 0 e em







A bi-estabilidade pode ser vista tambe´m graficamente a partir da equac¸a˜o (1.47).
Na figura 1.2b plotamos a func¸a˜o do lado esquerdo da igualdade na equac¸a˜o (1.47), que
e´ uma reta, e a func¸a˜o do lado direito da igualdade, que e´ uma Lorentziana. Dado que
as soluc¸o˜es correspondem a`s intersecc¸o˜es entre as duas curvas, vemos que, supondo fixo o
coeficiente angular da reta, dependendo da altura da Lorentziana (que e´ proporcional ao
paraˆmetro de bombeamento da cavidade αL) teremos uma ou treˆs soluc¸o˜es. E´ importante
notar que no caso de treˆs soluc¸o˜es uma delas sera´ um ponto de equil´ıbrio insta´vel, da´ı o
nome biestabilidade.
Outro fenoˆmeno importante observado no regime cla´ssico e´ a amplificac¸a˜o ou o res-
friamento do movimento do espelho. Este fenoˆmeno se da´ pela induc¸a˜o de uma constante
de dissipac¸a˜o efetiva γef do espelho. Quando γef > γm, o espelho e´ resfriado, e quando
γef < 0, o movimento do espelho e´ amplificado. Para entendermos como tal fenoˆmeno
pode vir a acontecer, e´ importante notar que, em geral, a cavidade responde de maneira
atrasada ao movimento do espelho, e este atraso e´ crucial para o fenoˆmeno que queremos
entender. Vamos supor que κ e´ compara´vel a Ωm, de maneira que existe um atraso na
resposta da cavidade ao movimento do espelho. Neste caso, podemos escrever a equac¸a˜o
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dinaˆmica do espelho da seguinte maneira:
d2
dt2






onde τ e´ o atraso em questa˜o. Supondo que τ e´ pequeno se comparado a t, podemos fazer
a seguinte aproximac¸a˜o:











sinal de dα/dq, a constante de dissipac¸a˜o natural do espelho pode aumentar ou diminuir.
Note que este fenoˆmeno depende fundamentalmente da resposta atrasada da cavidade.
Este atraso faz com que a forc¸a me´dia F rad, devida a` pressa˜o de radiac¸a˜o, fique fora de fase
com o movimento do oscilador. Para entender de maneira mais qualitativa os efeitos dessa
defasagem entre oscilador mecaˆnico e radiac¸a˜o, vamos analisar um ciclo do movimento
do espelho em um diagrama do tipo F rad × q (em analogia com os diagramas P × V
da termodinaˆmica) como o da figura 1.3. Neste diagrama, a curva cinza e´ a pressa˜o de
radiac¸a˜o no caso em que a radiac¸a˜o responde instantaneamente ao movimento do oscilador
mecaˆnico. Supondo agora que o espelho mo´vel oscila em um pequeno intervalo do eixo q e
que a radiac¸a˜o responde com certo atraso ao movimento do espelho, a trajeto´ria descrita
no diagrama sera´ agora uma curva fechada, dado que agora F rad na˜o e´ determinada
unicamente por q (se assim fosse, a trajeto´ria seria apenas um pequeno seguimento da
curva cinza). A existeˆncia de uma a´rea compreendida por essa curva fechada implica
que trabalho foi feito sobre o (ou pelo) oscilador. O que naturalmente implica em perda
ou ganho de energia por parte do oscilador mecaˆnico. O que determina se o oscilador
mecaˆnico ganhou ou perdeu energia e´ o sentido da trajeto´ria descrita, que e´ determinado
pela dissonaˆncia ∆ . No caso em que ∆ < 0 a trajeto´ria descrita e´ pro´xima a` trajeto´ria
azul da figura 1.3 e implica o resfriamento do oscilador mecaˆnico, dado que o trabalho
total e´ menor que zero. Neste caso, a constante de dissipac¸a˜o efetiva γef resulta do fato
de a interac¸a˜o optomecaˆnica abrir um segundo canal dissipativo para um reservato´rio
que esta´ a uma temperatura nula. Como consequeˆncia, seria poss´ıvel, no regime cla´ssico,
resfriar o oscilador mecaˆnico a temperaturas arbitrariamente baixas. No caso em que
∆ > 0 a trajeto´ria descrita e´ pro´xima a` trajeto´ria vermelha e implica a amplificac¸a˜o do
movimento do oscilador, pois o trabalho total e´ maior que zero.
O regime linear
A interac¸a˜o optomecaˆnica e´ flagrantemente na˜o linear, pore´m sob determinadas
condic¸o˜es e´ poss´ıvel linearizar esta interac¸a˜o. O regime linear existe tanto para sistemas
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optomecaˆnicos cla´ssicos quanto quaˆnticos, e o procedimento para obter o Hamiltoniano
linear neste regime e´ ideˆntico em ambos os casos. No que se segue consideraremos, por
convenieˆncia, o caso quaˆntico.
A linearizac¸a˜o do Hamiltoniano optomecaˆnico e´ poss´ıvel quando a constante de aco-
plamento optomecaˆnico g0 e´ muito menor que a constante de dissipac¸a˜o κ da cavidade
o´tica. Como consequeˆncia, a escala de tempo na qual os efeitos do acoplamento opto-
mecaˆnico sa˜o percept´ıveis, g−10 , e´ muito maior que o tempo de vida me´dio de um fo´ton
na cavidade o´tica, κ−1. Desta maneira, o oscilador mecaˆnico na˜o consegue “distinguir”
os fo´tons individualmente, sentindo apenas uma pressa˜o de radiac¸a˜o me´dia no intervalo
de tempo g−10 . Por este motivo, podemos adotar uma aproximac¸a˜o de campo me´dio, e os
operadores podem ser escritos como a soma de um valor me´dio e uma pequena flutuac¸a˜o:
aˆ = α + δaˆ, qˆ = qs + δqˆ, e pˆ = ps + δpˆ, onde α, qs e ps sa˜o os valores me´dios, e δaˆ,
δqˆ e δpˆ sa˜o operadores de flutuac¸a˜o. Devido ao teorema de Ehrenfest, os valores me´dios
podem ser obtidos a partir das equac¸o˜es de movimento cla´ssicas do sistema e, uma vez
que g0  κ, e´ suficiente que utilizemos os valores estaciona´rios cla´ssicos calculados nas
equac¸o˜es (1.37)-(1.39). No regime linear, portanto, estudamos a dinaˆmica de pequenas
flutuac¸o˜es em torno de um estado estaciona´rio cla´ssico. Substituindo o ansatz de campo

















δqˆ = Ωmδpˆ, (1.52)
d
dt
δpˆ = −Ωmδqˆ − γδpˆ+
√
2g0α(δaˆ




onde ∆ = ∆ − √2g0qs. No´s supomos, sem perda de generalidade, que α e´ real. Uma
vez que os operadores de flutuac¸a˜o sa˜o tipicamente pequenos se comparados aos estados
estaciona´rios cla´ssicos, podemos desprezar os termos na˜o lineares das equac¸o˜es (1.51-1.53).
Em uma situac¸a˜o de bombeamento forte, onde α 1, esta e´ de fato uma boa aproximac¸a˜o,
pore´m esta condic¸a˜o na˜o e´ estritamente necessa´ria para a validade da aproximac¸a˜o linear.
A u´nica condic¸a˜o de fato necessa´ria e´ g0  κ. Depois de desprezados os termos na˜o















δqˆ = Ωmδpˆ, (1.55)
d
dt
δpˆ = −Ωmδqˆ − γδpˆ+
√
2g(δaˆ† + δaˆ) + ξˆ, (1.56)
onde g = g0α e´ a constante de acoplamento optomecaˆnico linear. Das equac¸o˜es (1.54-
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1.56), no´s conclu´ımos que o Hamiltoniano coerente de um sistema optomecaˆnico operando
no regime linear e´ dado por





Note que o regime linear e´ extraordinariamente versa´til: a dissonaˆncia ∆ pode ser
modificada simplesmente variando-se a frequeˆncia do laser de bombeamento, e a magni-
tude da constante de acoplamento optomecaˆnico linear g pode ser modificada variando-se
a amplitude do laser de bombeamento. Em particular, a constante de acoplamento op-
tomecaˆnico linear pode ser aumentada inu´meras ordens de grandeza utilizando-se este
me´todo, o que torna este regime extremamente interessante do ponto de vista experimen-
tal. A grande maioria dos experimentos com sistemas optomecaˆnicos sa˜o realizados no
regime linear.
No regime linear, as equac¸o˜es de movimento podem ser resolvidas com relativa
facilidade. Em particular, a soluc¸a˜o do movimento mecaˆnico no espac¸o de frequeˆncias e´
dada por δq˜(ω) = χ(ω)ξ(ω), onde
χ(ω)−1 = ω2m,ef (ω)− ω2 − iωγef (ω) (1.58)
e´ a susceptibilidade, e






(∆ + ω)2 + (κ/2)2
+
∆− ω
(∆− ω)2 + (κ/2)2
)
, e (1.59)





(∆ + ω)2 + (κ/2)2
− κ/2
(∆− ω)2 + (κ/2)2
)
. (1.60)
O regime linear nos permite obter expresso˜es para os fenoˆmenos estudados de maneira
um tanto quanto qualitativa anteriormente. Primeiramente, note que aqui obtemos uma
expressa˜o para a constante de mola efetiva kef = ω
2
m,ef (ω) do oscilador mecaˆnico. Ale´m
disso, temos tambe´m uma expressa˜o para a constante de dissipac¸a˜o efetiva γef do oscilador
mecaˆnico. Note que a resposta atrasada da cavidade ao movimento do espelho e´ crucial
para que γef seja diferente de γ, i.e. se κ  ω, enta˜o γef ≈ γ. Em [42], podemos ver
medic¸o˜es de γef e ωm,ef e comparar essas medidas com as previso˜es teo´ricas.
O regime cla´ssico linear
Talvez a principal diferenc¸a entre o regime quaˆntico linear e o regime cla´ssico linear
esteja no fato de que no regime cla´ssico na˜o existe a func¸a˜o de ru´ıdo ain. Isto quer dizer
que a cavidade o´tica dissipa energia para um reservato´rio te´rmico com temperatura nula.
Isto posto, a interac¸a˜o optomecaˆnica abre um segundo canal dissipativo para o oscilador
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mecaˆnico, cuja temperatura e´ zero. Como consequeˆncia deste fato, pode-se mostrar [39]





onde T e´ a temperatura de equil´ıbrio do reservato´rio mecaˆnico. Desta maneira, o oscilador
mecaˆnico pode ser resfriado para temperaturas arbitrariamente baixas.
O regime quaˆntico linear
No regime quaˆntico linear, e´ mais conveniente reescrever o Hamiltoniano (1.57) em
termos dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o do oscilador mecaˆnico, δbˆ e δbˆ†,
Hˆ/~ = −∆δaˆ†δaˆ+ Ωmδbˆ†δbˆ− g(δaˆ+ δaˆ†)(δbˆ+ δbˆ†). (1.62)
A interac¸a˜o optomecaˆnica pode ser dividida em dois tipos de interac¸a˜o: a interac¸a˜o de
beam-splitter (δaˆ†δbˆ + δaˆδbˆ†), e a interac¸a˜o de two-mode squeezing (δaˆ†δbˆ† + δaˆδbˆ). Tais
interac¸o˜es possuem caracter´ısticas bastante distintas e podem ser “selecionadas” por meio
do paraˆmetro ∆, como mostraremos a seguir.











Hˆint = −~g(δaˆei∆t + δaˆ†e−i∆t)(δbˆe−iΩmt + δbˆ†eiΩmt). (1.64)
Se κ  Ωm, apenas os termos ressonantes do Hamiltoniano Hˆint sa˜o relevantes para a
dinaˆmica, de maneira que termos na˜o ressonantes podem ser desprezados. Assim, se
∆ = −Ωm, obtemos o Hamiltoniano de beam-splitter,
Hˆint ≈ −~g(δaˆδbˆ† + δaˆ†δbˆ). (1.65)
Fisicamente, este Hamiltoniano descreve um processo no qual um fo´ton, cuja frequeˆncia
e´ ωL = ωc − Ωm, e´ bombeado na cavidade. O fo´ton bombeado e um foˆnon de frequeˆncia
Ωm sa˜o aniquilados e um fo´ton de frequeˆncia ωc e´ criado. O processo inverso tambe´m e´
poss´ıvel. Este processo e´ ana´logo a` ressonaˆncia do tipo anti-Stokes, observada no espa-
lhamento Raman. O mecanismo f´ısico por tra´s desta interac¸a˜o e´ representado de maneira
bastante simples pelo diagrama de Feynman na figura 1.4a .
Focando na dinaˆmica interna do sistema optomecaˆnico, a interac¸a˜o de beam-splitter
e´ uma interac¸a˜o de troca de excitac¸o˜es, fo´tons sa˜o convertidos em foˆnons e vice-versa.
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Naturalmente, esta e´ a interac¸a˜o adequada para que o espelho possa ser resfriado, uma vez
que ela permite que foˆnons te´rmicos sejam convertidos em fo´tons que subsequentemente
sa˜o dissipados pela cavidade. E aqui temos uma importante diferenc¸a para o tratamento
cla´ssico desenvolvido anteriormente: no regime quaˆntico, a evoluc¸a˜o dos operadores δaˆ e
δbˆ e´ regida pelas seguintes equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg,
d
dt
aˆ = (i∆− κ/2)aˆ+ g(bˆ+ bˆ†) +√κaˆin, (1.66)
d
dt
bˆ = (−iΩm − γ/2)bˆ+ g(aˆ+ aˆ†) +√γbˆin, (1.67)
onde o operador aˆin, ja´ apresentado anteriormente, satisfaz as equac¸o˜es (1.17-1.19), e o





′)] = δ(t− t′), (1.68)
〈bˆin(t)〉 = 0, (1.69)
〈bˆin(t)bˆ†in(t′)〉 = nmδ(t− t′). (1.70)




′) ≈ bˆ†in(t)bˆin(t′), (1.71)
o que torna poss´ıvel a aproximac¸a˜o cla´ssica. Pore´m, para temperaturas baixas, em espe-
cial se desejamos resfriar o espelho ate´ pro´ximo ao estado fundamental, e´ absolutamente
imperioso que a dinaˆmica quaˆntica seja estudada. Uma pergunta natural neste ponto
e´: seria poss´ıvel resfriar o oscilador ate´ o estado fundamental no regime quaˆntico? Uma
ana´lise puramente quaˆntica do problema mostra que existe um limitante inferior no pro-
cesso de resfriamento [40, 41]. De fato, o ru´ıdo associado a` radiac¸a˜o, representado pelo
operador aˆin, que e´ desprezado no tratamento cla´ssico, determina um limite inferior para
a temperatura a` qual o espelho pode ser resfriado. O valor mı´nimo para o nu´mero me´dio
de foˆnons do oscilador mecaˆnico e´ dado por,
〈bˆ†bˆ〉 = [γef (ω)− γ]nmin + γnm
γef (ω)
, (1.72)
onde nmin e´ o nu´mero me´dio de foˆnons do oscilador mecaˆnico para γ = 0, dado pela
4Note que o operador de ru´ıdo bˆin na˜o e´ obtido diretamente do operador de ru´ıdo ξˆ. A substituic¸a˜o
do operador de ru´ıdo ξˆ pelo operador de ru´ıdo bˆin e´ va´lida sempre que o oscilador mecaˆnico tiver um
fator de qualidade Ωm/γ alto.
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Figura 1.4: (a) Um fo´ton oriundo do bombeamento, com frequeˆncia ωL = ωc −Ωm, e um
foˆnon com frequeˆncia Ωm sa˜o aniquilados, e um fo´ton de frequeˆncia ωc e´ criado. Como
este processo destro´i foˆnons, ele e´ usado para resfriar o oscilador mecaˆnico. (b) Um
fo´ton oriundo do bombeamento, com frequeˆncia ωL = ωc + Ωm, e´ aniquilado, e um foˆnon
com frequeˆncia Ωm e um fo´ton com frequeˆncia ωc sa˜o criados. Como este processo cria
excitac¸o˜es tanto dentro da cavidade quanto no oscilador mecaˆnico, ele amplifica tanto a















e nm e´ o nu´mero me´dio de foˆnons te´rmicos. Em particular, para alcanc¸ar um nu´mero
me´dio de foˆnons menor que 1, e´ importante que κ Ωm.
A interac¸a˜o de beam-splitter pode ser usada tambe´m para promover a transfereˆncia
de estados entre radiac¸a˜o e oscilador mecaˆnico, ou seja, um pulso o´tico poderia ser con-
vertido em uma excitac¸a˜o mecaˆnica e vice-versa. A realizac¸a˜o de transfereˆncia de estados
com alta fidelidade seria muito u´til em processamento de informac¸a˜o quaˆntica [52]. Para
que um protocolo de transfereˆncia de estados ocorra de maneira eficiente, e´ necessa´rio em
geral que as taxas de dissipac¸a˜o κ e γ sejam menores que a constante de acoplamento
optomecaˆnico g [52]. Este e´ o chamado regime linear de acoplamento forte. Neste regime,
se ∆ ≈ −Ωm, e´ observada a separac¸a˜o de frequeˆncias dos modos normais [49,50,82].
Por outro lado, se ∆ = Ωm, obtemos o Hamiltoniano de two-mode squeezing,
Hˆint ≈ −~g(δaˆ†δbˆ† + δaˆδbˆ). (1.74)
Fisicamente, este Hamiltoniano descreve um processo no qual um fo´ton com frequeˆncia
ωL = ωc + Ωm e´ bombeado na cavidade. O fo´ton bombeado e´ aniquilado, e um foˆnon
de frequeˆncia Ωm e um fo´ton de frequeˆncia ωc sa˜o criados. O processo inverso tambe´m e´
poss´ıvel. Este processo e´ ana´logo a` ressonaˆncia tipo Stokes observada no espalhamento
Raman. O mecanismo f´ısico por tra´s desta interac¸a˜o e´ representado de maneira bastante
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simples pelo diagrama de Feynman na figura 1.4b
O Hamiltoniano de two-mode squeezing gera estados comprimidos dois modos. Em
particular, tais estados sa˜o estados emaranhados [21]. Para um sistema optomecaˆnico, os
modos emaranhados em questa˜o sa˜o, naturalmente, o modo o´tico e o modo mecaˆnico. Em
alguns casos, o Hamiltoniano de two-mode squeezing pode levar a uma dinaˆmica insta´vel.
Nestes casos, os modos o´tico e mecaˆnico apresentam constantes de dissipac¸a˜o negativas,
o que faz com que estes modos sejam amplificados ate´ que as flutuac¸o˜es sejam grandes o
suficiente para tornar a aproximac¸a˜o linear inva´lida [56].
Existem ainda propostas experimentais que fazem uso tanto da interac¸a˜o de two-
mode squeezing quanto da interac¸a˜o de beam-splitter para gerac¸a˜o de estados emaranhados
entre o espelho e a radiac¸a˜o [53,54], gerac¸a˜o de estados comprimidos do oscilador mecaˆnico
[55] e da radiac¸a˜o emitida pela cavidade [55],
Regime quaˆntico na˜o linear ou regime de acoplamento forte
Suponha uma situac¸a˜o em que um sistema optomecaˆnico descrito pelo Hamiltoniano
(1.26) tem seu oscilador mecaˆnico em equil´ıbrio te´rmico a uma temperatura T ≈ 0. A
partir de um dado instante, a cavidade o´tica passa a ser bombeada por um laser de forma
que o nu´mero me´dio de fo´tons na cavidade o´tica e´ 〈aˆ†aˆ〉 = 1. Se g0  κ, o tempo me´dio
de vida de um fo´ton na cavidade o´tica, κ−1, e´ muito menor que a escala de tempo t´ıpica do
acoplamento optomecaˆnico, g−10 , e o oscilador mecaˆnico sente apenas a pressa˜o de radiac¸a˜o
me´dia dos fo´tons na cavidade em uma escala de tempo de g−10 . Desta maneira, ainda que
o bombeamento da cavidade o´tica seja fraco, as flutuac¸o˜es quaˆnticas sera˜o pequenas se
comparadas a 〈aˆ†aˆ〉, e a interac¸a˜o optomecaˆnica ainda pode ser linearizada. Caso g0 seja
compara´vel ou maior que κ, o oscilador mecaˆnico consegue “distinguir” os fo´tons. Como
consequeˆncia, as flutuac¸o˜es quaˆnticas sera˜o compara´veis a 〈aˆ†aˆ〉, e a aproximac¸a˜o linear
na˜o e´ mais poss´ıvel. Em vista disso, o paraˆmetro g0/κ e´ fundamental para a observac¸a˜o de
fenoˆmenos na˜o lineares5. Todavia, na˜o e´ poss´ıvel dizer, baseado apenas no valor de g0/κ,
se fenoˆmenos na˜o lineares podera˜o ser observados ou na˜o. A fronteira entre a dinaˆmica
linear e a dinaˆmica na˜o linear vai depender tanto de g0/κ quanto de eventuais v´ınculos
adicionais definidos pelo que se deseja medir.
Para ilustrar este fato, vamos supor um sistema optomecaˆnico descrito pelo Hamilto-
niano (1.26), cujo oscilador mecaˆnico esta´ em equil´ıbrio te´rmico a uma temperatura T ≈ 0,
e cuja constante g0 seja maior que κ. A partir de um dado instante, um fo´ton e´ injetado
na cavidade o´tica. Como consequeˆncia, o oscilador mecaˆnico e´ deslocado de g0/Ωm da sua
posic¸a˜o de equil´ıbrio, em unidades da incerteza na posic¸a˜o do oscilador mecaˆnico xZPF .
5O paraˆmetro g0/κ esta´ tambe´m ligado a` transic¸a˜o entre o regime cla´ssico e o regime quaˆntico. De
fato, variar g0/κ equivale a variar a constante de Planck [56].
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O deslocamento do oscilador mecaˆnico, por sua vez, causa o deslocamento da frequeˆncia
da cavidade o´tica de g20/Ωm. Do ponto de vista do oscilador mecaˆnico, o deslocamento
da posic¸a˜o de equil´ıbrio deste pode ser resolvido se g0/Ωm > 1, o que significa que o
oscilador mecaˆnico foi deslocado por uma distaˆncia maior que a incerteza na sua posic¸a˜o.
Ale´m disso, o tempo de vida me´dio do fo´ton na cavidade deve ser maior que o per´ıodo da
oscilac¸a˜o mecaˆnica, logo Ωm > κ. Do ponto de vista da cavidade o´tica, o deslocamento
na sua frequeˆncia pode ser resolvido se g20/Ωm > κ, o que significa que o deslocamento
da frequeˆncia o´tica e´ maior que a abertura espectral da cavidade. Esta condic¸a˜o e´ natu-
ralmente satisfeita se as demais condic¸o˜es o forem. Desta maneira, g0/κ > 1, g0 > Ωm
e Ωm > κ sa˜o as condic¸o˜es necessa´rias para que as transic¸o˜es quaˆnticas do nu´mero de
fo´tons possam ser resolvidas pelo oscilador mecaˆnico e para que a interac¸a˜o fo´ton-fo´ton
seja observada.
Este regime de operac¸a˜o e´ chamado regime quaˆntico na˜o linear ou regime de aco-
plamento forte 6. Este regime foi estudado pioneiramente em [26, 27] e voltou a receber
atenc¸a˜o recentemente [43,44] devido aos avanc¸os na fabricac¸a˜o de sistemas optomecaˆnicos
e a` possibilidade de realizar-se experimentos neste regime no futuro.
Devido aos efeitos da interac¸a˜o optomecaˆnica sobre o oscilador mecaˆnico, isto e´,
o deslocamento da posic¸a˜o de equil´ıbrio deste, e´ natural supor que a descric¸a˜o deste
sistema seria mais simples em um referencial que esteja igualmente deslocado com relac¸a˜o
ao referencial original. No espac¸o de Hilbert do sistema optomecaˆnico, esta mudanc¸a de
referencial equivale a uma transformac¸a˜o do Hamiltoniano (1.26) por um operador de
translac¸a˜o do oscilador mecaˆnico. Transformando o Hamiltoniano (1.26) pelo operador
de translac¸a˜o Uˆ = exp[g0aˆ
†aˆ(bˆ− bˆ†)/Ωm], obtemos








No referencial transladado, temos o Hamiltoniano de um sistema composto por um os-
cilador mecaˆnico e uma cavidade o´tica na˜o linear. Ale´m disso, o Hamiltoniano (1.75) e´
diagonal na base |na〉 ⊗ |nb〉, onde na e´ o nu´mero de fo´tons e nb o nu´mero de foˆnons,
com autoenergias Ena,nb = ωcna + Ωmnb − g20n2a/Ωm. A figura 1.5 traz os n´ıveis de ener-
gia do Hamiltoniano (1.75) versus o deslocamento da posic¸a˜o de equil´ıbrio do oscilador
mecaˆnico. A na˜o linearidade do Hamiltoniano (1.75) se traduz em n´ıveis de energia que
na˜o sa˜o homogeneamente espac¸ados. Este u´ltimo fato tem consequeˆncias interessantes na
gerac¸a˜o de estados da radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana 7.
6Uma designac¸a˜o mais comum na literatura, e quic¸a´ mais adequada, e´ single-photon strong coupling
regime.
7A gerac¸a˜o de radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana e´ frequentemente chamada de “photon bloc-
kade effect” na literatura. Como discutiremos em mais detalhe adiante, isto se deve ao fato de, sob
determinadas circunstaˆncias, ser relativamente fa´cil injetar um fo´ton na cavidade o´tica, e consideravel-
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A radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana e´ aquela na qual a varianc¸a do nu´mero
de fo´tons e´ menor que o nu´mero me´dio de fo´tons,
〈∆nˆ2〉 − 〈nˆ〉 < 0. (1.76)
A relac¸a˜o acima pode ser reescrita em termos da representac¸a˜o P de Glauber e Sudarshan,
〈∆nˆ2〉 − 〈nˆ〉 =
∫
d2αP (α)
(|α|2 − 〈|α|2〉)2 < 0. (1.77)
Uma vez que o termo que multiplica P (α) dentro da integral e´ necessariamente na˜o
negativo, a estat´ıstica sub-Poissoniana implica P (α) < 0. Um estado com estat´ıstica
sub-Poissoniana e´, portanto, um estado na˜o cla´ssico, de acordo com a crite´rio de na˜o
classicalidade usualmente adotado no campo da o´tica quaˆntica, que diz ser um estado na˜o
cla´ssico aquele cuja func¸a˜o P (α) seja negativa, ou seja mais singular que uma func¸a˜o delta
de Dirac [21]. Estados de nu´mero (excetuando-se o estado de va´cuo) sa˜o, naturalmente,
estados sub-Poissonianos, uma vez que a incerteza no nu´mero de fo´tons nestes estados
e´ zero. Uma maneira conveniente de se medir o cara´cter sub-Poissoniano da radiac¸a˜o




〈aˆ†aˆ〉2 = 1 +
〈(∆nˆ)2〉 − 〈nˆ〉
〈nˆ〉2 . (1.78)
Um estado e´ sub-Poissoniano sempre que g(2)(0) < 1.
Voltando aos n´ıveis de energia de um sistema optomecaˆnico, vemos que o cara´ter
na˜o linear da interac¸a˜o optomecaˆnica leva a um diagrama de n´ıveis de energia onde os
n´ıveis na˜o sa˜o homogeneamente espac¸ados. Em particular, a transic¸a˜o entre os estados
|na = 0, nb = 0〉 e |na = 1, nb = 0〉 requer um fo´ton de energia ~(ωc − g20/Ωm), ja´
a transic¸a˜o entre os estados |na = 1, nb = 0〉 e |na = 2, nb = 0〉 requer um fo´ton de
energia ~(ωc−4g20/Ωm). Supondo que o modo o´tico e´ bombeado por um laser fraco, cujos
fo´tons tenham energia E = ~(ωc − g20/Ωm), seria fa´cil excitar a cavidade do seu estado
fundamental para o estado |na = 1, nb = 0〉. Pore´m, a probabilidade de excitarmos a
cavidade do estado |na = 1, nb = 0〉 para o estado |na = 2, nb = 0〉 seria menor. Num
cena´rio extremo em que g0  κ, a probabilidade de ocorrer uma transic¸a˜o entre os estados
|na = 1, nb = 0〉 e |na = 2, nb = 0〉 seria desprez´ıvel, e o estado do sistema seria bem
aproximado pelo estado |na = 1, nb = 0〉. Como dito anteriormente, este e´ um estado com
nota´veis caracter´ısticas na˜o cla´ssicas e um exemplo extremo de estado sub-Poissoniano.
Isto sugere que sistemas optomecaˆnicos operando no regime quaˆntico na˜o linear seriam
mente mais dif´ıcil injetar um segundo fo´ton. E´ como se o primeiro fo´ton bloqueasse a entrada do segundo
fo´ton na cavidade.
40
Figura 1.5: Diagrama de energia do sistema optomecaˆnico isolado versus o deslocamento
da posic¸a˜o de equil´ıbrio do oscilador mecaˆnico.
adequados para a gerac¸a˜o de estados com estat´ıstica sub-Poissoniana. Esta hipo´tese foi
estudada em detalhe em [43], e de fato mostrou-se que sistemas optomecaˆnicos bombeados
externamente por um laser suficientemente fraco e operando no regime quaˆntico na˜o linear
apresentam radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana. Outras possibilidades exploradas
em sistemas optomecaˆnicos operando no regime quaˆntico na˜o linear incluem a gerac¸a˜o de
estados na˜o Gaussianos do oscilador mecaˆnico [44], e a gerac¸a˜o de estados do tipo gato
de Schro¨dinger [26,27].
1.3 Esboc¸o da tese
Esta tese de doutorado e´ composta de duas partes que abordam potencialidades
distintas dos sistemas optomecaˆnicos. Na primeira parte no´s estudamos a gerac¸a˜o de
estados na˜o cla´ssicos em sistemas optomecaˆnicos, e na segunda parte no´s estudamos re-
des optomecaˆnicas, isto e´, o arranjo de inu´meros sistemas optomecaˆnicos individuais em
estruturas perio´dicas.
O estudo da gerac¸a˜o de estados na˜o cla´ssicos em sistemas optomecaˆnicos e´ impor-
tante, de um ponto de vista fundamental, pelo interesse em estudar fenoˆmenos quaˆnticos
em objetos macrosco´picos. Objetos macrosco´picos apresentam, em geral, altas taxas de
decoereˆncia devido a`s suas dimenso˜es, o que torna a observac¸a˜o de efeitos quaˆnticos bas-
tante dif´ıcil. Logo, propostas que consigam evidenciar o comportamento quaˆntico em
sistemas macrosco´picos sa˜o bastante importantes. No cap´ıtulo 2 desta tese, no´s estu-
damos a gerac¸a˜o de estados com estat´ıstica sub-Poissoniana em sistemas optomecaˆnicos
operando no regime quaˆntico na˜o linear. Estados sub-Poissonianos, como discutido na
sec¸a˜o anterior, sa˜o estados na˜o cla´ssicos, o que por si so´ ja´ justifica o estudo da gerac¸a˜o
de tais estados. Ale´m disso, de um ponto de vista pra´tico, a gerac¸a˜o de estados com
estat´ıstica sub-Poissoniana e´ u´til para o desenvolvimento de fontes de fo´tons individu-
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ais [68, 69], no processamento de informac¸a˜o quaˆntica [70], dentre outras aplicac¸o˜es. Por
meio do acoplamento de duas cavidades o´ticas a um mesmo oscilador mecaˆnico, no´s con-
seguimos mostrar que estados estaciona´rios da radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana
podem ser gerados. Tais estados apresentam caracter´ısticas na˜o cla´ssicas mais eviden-
tes que outros trabalhos similares existentes. Ale´m disso, o sistema proposto apresenta
uma nota´vel robustez com respeito a` dissipac¸a˜o mecaˆnica. Este trabalho esta´ publicado
em [59].
No cap´ıtulo 3 desta tese, no´s estudamos a gerac¸a˜o de estados comprimidos do os-
cilador mecaˆnico em um sistema optomecaˆnico com acoplamento quadra´tico. Ale´m de
tambe´m ser um estado na˜o cla´ssico, estados comprimidos possuem aplicac¸a˜o no desen-
volvimento de medidores de deslocamento ultra-sens´ıveis [15] e no processamento de in-
formac¸a˜o quaˆntica [58]. Neste trabalho no´s mostramos que um sistema optomecaˆnico
com acoplamento quadra´tico e bombeado por quatro lasers com frequeˆncias espec´ıficas
pode apresentar estados estaciona´rios comprimidos do oscilador mecaˆnico. As nossas si-
mulac¸o˜es mostraram no entanto que os paraˆmetros necessa´rios para tal tarefa no sistema
estudado sa˜o mais dif´ıceis de serem alcanc¸ados do que em outras propostas similares em
sistemas optomecaˆnicos.
No cap´ıtulo 4 desta tese, no´s estudamos as redes optomecaˆnicas, em particular os
efeitos da desordem neste sistema e a presenc¸a de estados localizados. A localizac¸a˜o
devido a desordem, ou localizac¸a˜o de Anderson, e´ um fenoˆmeno ondulato´rio que pode
ser destru´ıdo na auseˆncia de coereˆncia de fase, o que o torna a detecc¸a˜o deste fenoˆmeno
especialmente dif´ıcil. Ale´m disso, em sistemas o´ticos a localizac¸a˜o pode ser mascarada pela
taxa de dissipac¸a˜o t´ıpica destes sistemas. Nosso estudo pretende se utilizar da flexibilidade
dos sistemas optomecaˆnicos para propor maneiras de se identificar a ocorreˆncia de estados
localizados. Este trabalho esta´ publicado em [60].
No cap´ıtulo 5 desta tese, no´s apresentamos alguns resultados preliminares de um
estudo ainda em curso sobre a dinaˆmica cla´ssica de redes optomecaˆnicas desordenadas no
regime insta´vel. No´s estudamos a viabilidade da aproximac¸a˜o linear neste regime e mos-
tramos que importantes informac¸o˜es sobre a dinaˆmica na˜o linear podem ser obtidas por






Na maioria dos experimentos realizados com sistemas optomecaˆnicos operando no
regime quaˆntico, a interac¸a˜o optomecaˆnica e´ efetivamente linear. Isto se deve essenci-
almente ao fato de a constante de acoplamento optomecaˆnico g0 ser tipicamente muito
menor que as taxas de dissipac¸a˜o envolvidas, de forma que o cara´ter na˜o linear do acopla-
mento optomecaˆnico e´ mascarado. No entanto, houve significativa sofisticac¸a˜o no design
e na fabricac¸a˜o de sistemas optomecaˆnicos, de maneira que o regime quaˆntico na˜o linear e´
hoje muito mais fact´ıvel do que no in´ıcio dos anos 2000, quando sistemas optomecaˆnicos
comec¸aram a ser mais ativamente estudados. Para citar alguns exemplos, em cristais
optomecaˆnicos , mediu-se g0/κ = 7× 10−3 [14], e em gases de a´tomos frios [62] mediu-se
g0/κ = 0, 9. Neste u´ltimo caso, pore´m, κ/Ωm e´ da ordem de 10, logo efeitos na˜o lineares
na˜o sa˜o facilmente observados. Desta forma, e´ esperado que em um futuro pro´ximo o
regime quaˆntico na˜o linear sera´ finalmente alcanc¸ado.
O interesse no regime quaˆntico na˜o linear se deve, em parte, a` gerac¸a˜o de estados
na˜o Gaussianos. Hamiltonianos lineares sa˜o especialmente adequados para gerar estados
Gaussianos, os quais sa˜o definidos como os estados cuja func¸a˜o de Wigner e´ uma Gaussiana
no espac¸o de fase [63]. Todavia, inu´meros estados quaˆnticos de interesse, como estados de
nu´mero, estados do tipo gato de Schro¨dinger, e estados com estat´ıstica sub-Poissoniana,
sa˜o estados na˜o Gaussianos. Ale´m disso, inu´meras aplicac¸o˜es necessitam de estados cuja
func¸a˜o de Wigner seja negativa em alguma regia˜o do espac¸o de fase. Tal propriedade
so´ pode ser encontrada em estados na˜o Gaussianos. Para gerar estados na˜o Gaussianos
existem, essencialmente, treˆs possibilidades: ou o sistema deve ser bombeado por uma
fonte na˜o Gaussiana [64], ou o Hamiltoniano do sistema f´ısico deve ser na˜o linear, ou
enta˜o algum tipo especial de medic¸a˜o deve ser realizado sobre o estado do sistema, como
por exemplo, detecc¸a˜o de fo´tons [65]. A fabricac¸a˜o de sistemas optomecaˆnicos operando
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no regime quaˆntico na˜o linear seria, portanto, um avanc¸o no que diz respeito a` gerac¸a˜o de
estados na˜o Gaussianos. Este regime ja´ conta com propostas para a gerac¸a˜o de estados do
tipo gato de Schro¨dinger [26,27], para a gerac¸a˜o de estados mecaˆnicos na˜o Gaussianos [44],
e para a gerac¸a˜o de estados da radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana [43].
Outras aplicac¸o˜es sa˜o baseadas no fato de que, no regime quaˆntico na˜o linear, a
cavidade o´tica se comporta, efetivamente, como uma cavidade o´tica na˜o linear. Tal fato
poderia ser utilizado em inu´meras aplicac¸o˜es que necessitam de sistemas o´ticos fortemente
na˜o lineares, como por exemplo em computac¸a˜o baseada somente em componentes o´ticos
[67], no processamento de informac¸a˜o quaˆntica [66, 70] ou em esquemas de simulac¸a˜o
quaˆntica em sistemas fotoˆnicos [71–73].
Neste trabalho no´s estudamos a gerac¸a˜o de estados com estat´ıstica sub-Poissoniana
em um sistema optomecaˆnico operando no regime quaˆntico na˜o linear. Este to´pico foi
pioneiramente estudado por Rabl [43] em um sistema optomecaˆnico convencional, isto e´,
uma cavidade o´tica e um oscilador mecaˆnico que interagem via acoplamento optomecaˆnico.
Neste trabalho no´s consideramos uma extensa˜o deste modelo, na qual dois modos o´ticos
esta˜o acoplados a um mesmo oscilador mecaˆnico. Ale´m disso, as duas cavidade o´ticas
podem trocar fo´tons entre si via tunelamento. Sistemas similares ja´ foram estudados tanto
experimentalmente quanto teoricamente no regime quaˆntico linear, visando a transfereˆncia
de estados [74] ou o emaranhamento [54] entre modos o´ticos e o modo mecaˆnico, pore´m o
regime quaˆntico na˜o linear ainda esta´ inexplorado. Temos como principal resultado deste
trabalho o fato de que o sistema estudado aqui permite a gerac¸a˜o de estados da radiac¸a˜o
com cara´ter sub-Poissoniano mais forte e mais robustos com respeito a` dissipac¸a˜o do que
o sistema estudado em [43].
2.1 O sistema
No´s estudamos um sistema composto por dois modos o´ticos com frequeˆncias ω1 e ω2,
conectados via acoplamento optomecaˆnico a um mesmo modo mecaˆnico com frequeˆncia
Ωm. Cada modo o´tico j (j = 1, 2) e´ bombeado por uma fonte coerente (no caso, lasers) de
amplitude αL,j e frequeˆncia ωL. Ale´m disso, os fo´tons podem tunelar de um modo o´tico











onde aˆj e´ o operador de aniquilac¸a˜o da cavidade j, e bˆ e´ o operador de aniquilac¸a˜o do
modo mecaˆnico. Reescrevendo o Hamiltoniano (2.1) em um referencial que gira com a
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mesma frequeˆncia ωL do laser, i.e. transformado o Hamiltoniano (2.1) pelo operador




−∆j aˆ†j aˆj + iαL,j(aˆ†j − aˆj)− g0aˆ†j aˆj(bˆ+ bˆ†)− J(aˆ†1aˆ2 + aˆ1aˆ†2) + Ωmbˆ†bˆ, (2.2)
onde ∆j = ωL−ωj e´ a dissonaˆncia entre a frequeˆncia da cavidade j e a frequeˆncia do laser 1.
Como discutido no cap´ıtulo 1, eventualmente e´ conveniente reescrever o Hamiltoniano
(2.2) em um referencial deslocado do oscilador harmoˆnico. Em um sistema optomecaˆnico
com apenas um modo o´tico e um modo mecaˆnico, esta mudanc¸a de referencial e´ realizada
pelo operador Uˆ ′ = exp[g0aˆ†aˆ(bˆ − bˆ†)/Ωm]. Para o sistema estudado aqui, esta mudanc¸a
de referencial e´ realizada pelo operador unita´rio










Transformando o Hamiltoniano (2.2) pelo operador Uˆ , no´s obtemos
Figura 2.1: (a) O sistema optomecaˆnico estudado aqui e´ composto por duas cavidade
o´ticas, de frequeˆncias ω1 e ω2, acopladas com constante g a um mesmo oscilador mecaˆnico.
As cavidades esta˜o acopladas uma a outra com constante de tunelamento J e ambas
sa˜o fracamente bombeadas por lasers de frequeˆncias ωL e amplitudes αL,1 e αL,2. (b)
Diagrama de n´ıveis de energia do sistema optomecaˆnico estudado para J = 0 e J 6= 0.
1Note que o Hamiltoniano (2.44) e´ diferente do Hamiltoniano de um sistema do tipo membrane in the







−∆j aˆ†j aˆj −∆g(aˆ†j aˆj)2 + iαL,j(aˆ†je−iPˆ − aˆjeiPˆ )
− 2∆gaˆ†1aˆ1aˆ†2aˆ2 − J(aˆ†1aˆ2 + aˆ1aˆ†2) + Ωmbˆ†bˆ, (2.4)
onde ∆g = g
2/Ωm, e Pˆ = ig(bˆ
† − bˆ)/Ωm. Assim como acontece no sistema optomecaˆnico
convencional tratado em [43, 44], um termo na˜o trivial envolvendo o bombeamento das
cavidade o´ticas e o oscilador mecaˆnico aparece no Hamiltoniano. Para simplificar nossa
ana´lise, por ora vamos considerar que as cavidades o´ticas na˜o sa˜o bombeadas externa-
mente. Neste caso, o Hamiltoniano (2.4) descreve duas cavidades o´ticas na˜o lineares e
um oscilador mecaˆnico, em concordaˆncia com o observado para um sistema com ape-
nas um modo o´tico2. Entretanto, a interac¸a˜o dos dois modos o´ticos com um mesmo
modo mecaˆnico da´ origem a um termo na˜o linear do tipo Kerr cruzado (ou cross-Kerr),






j aˆj −∆g(aˆ†j aˆj)2 − 2∆gaˆ†1aˆ1aˆ†2aˆ2. (2.5)
Os estados |n1, n2〉 sa˜o autoestados do Hamiltoniano (2.5) com autoenergia En1,n2 =
ω1n1 + ω2n2 − ∆g(n1 + n2)2, sendo o termo Kerr cruzado responsa´vel por diminuir a
autoenergia do autoestado |n1, n2〉 em 2n1n2. Devido ao sinal negativo do termo Kerr
cruzado, este contribuira´ para tornar ainda menos homogeˆnea a distribuic¸a˜o dos n´ıveis
de energia, o que pode contribuir para inibir transic¸o˜es para n´ıveis energe´ticos mais altos
(vide alguns dos n´ıveis de energia deste sistema na figura 2.1b) e eventualmente levar
a` gerac¸a˜o de estados de radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana. No entanto, como
ficara´ mais claro adiante, os efeitos do termo Kerr cruzado sa˜o desprez´ıveis a na˜o ser
que as cavidades estejam acopladas via tunelamento. Ou seja, e´ necessa´rio somar o termo
Ht = −J(aˆ†1aˆ2+aˆ1aˆ†2) ao Hamiltoniano (2.5). A presenc¸a de tunelamento entre as cavidade
o´ticas leva a` hibridizac¸a˜o dos n´ıveis de energia originais. No caso em que ω1 = ω2, os
novos autoestados e autoenergias para o sistema, como representado na figura 2.1b, sa˜o
dados por
|1,±1〉J = (|1, 0〉 ± |0, 1〉)/
√
2, E1,±1 = ω −∆g ± J, (2.6)
|2, 〉J = (|2, 0〉+
√
2|1, 1〉+ |0, 2〉), E2, = 2ω − 4∆g −
√
2J, (2.7)
2E´ importante lembrar que a gerac¸a˜o radiac¸a˜o sub-Poissoniana em um sistema ana´logo, e inteiramente
o´tico, foi estudada em [75]. Neste trabalho os autores estudam duas cavidade o´ticas na˜o lineares, onde
a na˜o linearidade e´ do tipo Kerr, acopladas via tunelamento. Os resultados mostram que mesmo na˜o
linearidades fracas, i.e. pequenas se comparadas a`s taxas de dissipac¸a˜o envolvidas, podem levar a` gerac¸a˜o
de estados sub-Poissonianos.
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onde  = 0,±1. Como podemos observar, o tunelamento eleva a energia de alguns estados,
o que pode levar a uma diminuic¸a˜o da dissonaˆncia induzida pelas na˜o linearidades, e abaixa
a energia de outros estados, o que pode levar a um aumento da dissonaˆncia induzida
pelas na˜o linearidades. Desta maneira, o real efeito do tunelamento sobre a estat´ıstica da
radiac¸a˜o tera´ que ser analisado numericamente.
2.2 Dinaˆmica do sistema aberto
Para fazer uma ana´lise mais realista do sistema, no´s levaremos em conta a interac¸a˜o
do sistema com o ambiente. Como de praxe, isto sera´ feito acoplando-se os modos o´ticos
e mecaˆnicos a reservato´rios te´rmicos independentes. O sistema total, portanto, e´ descrito
pelo seguinte Hamiltoniano,



































onde HˆS e´ definido na equac¸a˜o (2.2). Os operadores dˆ(ω) sa˜o os operadores de aniquilac¸a˜o
dos osciladores que compo˜em no reservato´rio mecaˆnico, e os operadores cˆj(ω) sa˜o os ope-
radores de aniquilac¸a˜o dos osciladores que compo˜em o reservato´rio da cavidade j. κj e´ a
taxa de decaimento da cavidade o´tica j, e γ e´ a taxa de decaimento do oscilador mecaˆnico.
A aproximac¸a˜o de Markov esta´ impl´ıcita no Hamiltoniano (2.8). Usando a transformac¸a˜o
polaroˆnica Uˆ ′, definida na equac¸a˜o (2.3), no´s obtemos o seguinte Hamiltoniano transfor-
mado,




































onde H ′S e´ definido na equac¸a˜o (2.4). Com o objetivo de encontrar as equac¸o˜es de
Langevin-Heisenberg para o sistema em questa˜o no referencial transladado (referencial
polaroˆnico), vamos fazer algumas aproximac¸o˜es. Primeiramente, se supusermos que as
frequeˆncias dos modos o´ticos e mecaˆnico sa˜o altas, e que o sistema como um todo e´ fraca-
mente dissipativo, podemos enta˜o fazer a aproximac¸a˜o de onda girante. Nesta situac¸a˜o,
como apenas termos ressonantes sa˜o importantes para a dinaˆmica do sistema, no´s pode-
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mos estender o limite inferior de integrac¸a˜o no Hamiltoniano (2.9) para −∞. Este u´ltimo
passo e´ bastante conveniente do ponto de vista matema´tico, e tem pequeno efeito sobre a
dinaˆmica do sistema. Obtemos, portanto, o Hamiltoniano






























Utilizando o Hamiltoniano (2.10), podemos derivar as equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg do
sistema no referencial transladado por meio de um procedimento padra˜o [19]. A equac¸a˜o
de Langevin-Heisenberg de um dado operador Oˆ do sistema e´ dada por,
d
dt































onde bˆin e aˆj,in sa˜o operadores de ru´ıdo Gaussianos estatisticamente independentes. O





′)] = δ(t− t′), (2.12)
〈aˆj,in(t)〉 = 0, (2.13)
〈aˆj,in(t)aˆ†j,in(t′)〉 = (nj + 1)δ(t− t′), (2.14)
onde o nu´mero me´dio de excitac¸o˜es te´rmicas da cavidade o´tica j e´ dado por nj =
[exp(~ωj/kBT ) − 1]−1. Aqui vamos supor que as frequeˆncias o´ticas sa˜o altas o sufici-
ente para que nj seja aproximado por zero. E´ importante salientar que a equac¸a˜o (2.11)
nos da´ a evoluc¸a˜o do operador Oˆ no referencial transladado (ou polaroˆnico), e na˜o no
referencial que gira com a frequeˆncia dos lasers de bombeamento. Para evitar confusa˜o,
restringiremos o uso de Oˆ(t) para a evoluc¸a˜o do operador Oˆ no referencial girante, e dei-
xaremos O˜(t) para a evoluc¸a˜o do operador Oˆ no referencial polaroˆnico. Naturalmente,
depois de encontrar O˜(t), no´s encontraremos Oˆ(t).
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2.3 Propriedades estat´ısticas da radiac¸a˜o
As equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg para os operadores a˜1, a˜2 e b˜, obtidas a partir
da equac¸a˜o (2.11), sa˜o dadas por
d
dt










































A aproximac¸a˜o de bombeamento fraco nos permite fazer algumas simplificac¸o˜es nas equa-
c¸o˜es (2.15) e (2.16). Primeiramente, dado que estamos interessados em valores esperados
de operadores normalmente ordenados, e dado que o estado estaciona´rio dos operadores
a˜j e´ proporcional a αL,j−√κj a˜j,in (j = 1, 2), os termos na˜o lineares nas equac¸o˜es (2.15) e
(2.16) podem ser desprezados, uma vez que estes da˜o origem apenas a termos na˜o lineares
em αL,j
3. Isto implica a irrelevaˆncia do termo Kerr cruzado na dinaˆmica de a˜j(t) e,
se J = 0, cada uma das cavidades o´ticas se comporta como se na˜o houvesse uma outra
cavidade o´tica, situac¸a˜o esta tratada em [43, 44]. Uma vez que estamos interessados nas
propriedades dos modos o´ticos, podemos simplificar a equac¸a˜o (2.17) desprezando o termo
oriundo da interac¸a˜o optomecaˆnica, uma vez que o efeito deste termo na dinaˆmica dos
modos o´ticos sera´ tambe´m de ordem na˜o linear. Ale´m disso, a constante de dissipac¸a˜o
mecaˆnica γ e´ em geral muito menor que as constantes de dissipac¸a˜o o´ticas κj, e sera´
tambe´m desprezada. Desta maneira, b˜(t) pode ser aproximado pela sua evoluc¸a˜o livre a
partir de um dado estado inicial, e P˜ (t) e´ dado por,
P˜ (t) = ig0
[
b˜†(0)eiΩmt − b˜(0)e−iΩmt]/Ωm. (2.18)
O estado inicial do sistema, por hipo´tese, e´ dado por
ρˆi = |0〉1〈0| ⊗ |0〉2〈0| ⊗ ρˆth, (2.19)
onde ρˆth e´ o operador densidade do estado te´rmico em equil´ıbrio a` temperatura nula.
Feitas estas simplificac¸o˜es, os estados estaciona´rio das equac¸o˜es (2.15) e (2.16) podem ser
encontrados com relativa facilidade, uma vez que estas equac¸o˜es na˜o esta˜o mais acopladas
3Observe que e´ crucial que os termos desprezados estejam normalmente ordenados, do contra´rio im-

































































Como podemos observar, as equac¸o˜es (2.22) e (2.23) sa˜o acopladas. Substituindo as































































































































eiPˆ (t)e−iPˆ (τn)ξˆr(τn). (2.29)
Na equac¸a˜o (2.28), r = 1 se n e´ par, e r = 2 se n e´ ı´mpar. Na equac¸a˜o (2.29), r = 2 se n








pode ser calculado. O resultado, entretanto, depende da func¸a˜o de correlac¸a˜o de se-
gunda ordem do oscilador mecaˆnico, 〈eiPˆ (τ)e−iPˆ (τ ′)〉, e a melhor maneira de computar Sj
e´ expandindo a func¸a˜o de correlac¸a˜o em uma se´rie de exponenciais [43].
O nosso maior interesse, todavia, e´ estudar a coereˆncia de segunda ordem do sistema
em questa˜o, e para tal no´s temos que calcular o estado estaciona´rio de a˜2j . Contudo, como
sera´ mostrado, este estado estaciona´rio na˜o pode ser obtido trivialmente a partir das
equac¸o˜es (2.26) ou (2.27). Isto se deve a` aproximac¸a˜o de bombeamento fraco que adotou-
se neste trabalho. Para encontrar os estados estaciona´rios de a˜21 e a˜
2
2, partiremos das
equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg para estes operadores,
d
dt




























+ 2iJa˜1a˜2 + 2e
−iP˜ a˜2ξ˜2. (2.32)
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Usando os mesmo argumentos utilizados anteriormente para simplificar as equac¸o˜es (2.15)
e (2.16), no´s vamos simplificar as equac¸o˜es (2.31) e (2.32) desprezando os termos na˜o
lineares. A` primeira vista, o leitor poderia pensar que, procedendo-se desta maneira, o
termo Kerr cruzado na˜o teria nenhum efeito na dinaˆmica dos operadores a˜21 e a˜
2
2, uma
vez que os termos oriundos do termo Kerr cruzado sa˜o na˜o lineares e sera˜o desprezados.
Pore´m, como veremos mais tarde, este na˜o e´ o caso. Desta maneira, depois de desprezados
os termos na˜o lineares, chegamos ao seguinte resultado para o estado estaciona´rio dos








(2i∆1 + 2i∆g − κ1)(t− τ)
]{









(2i∆2 + 2i∆g − κ2)(t− τ)
]{































No entanto, as equac¸o˜es (2.35) e (2.36) ainda dependem do operador aˆ1(t)aˆ2(t). Nova-
mente, para encontrar o estado estaciona´rio deste operador e substitu´ı-lo nas equac¸o˜es
(2.35) e (2.36), na˜o podemos nos utilizar diretamente das equac¸o˜es (2.26) e (2.27). A































+ e−iP˜ a˜2ξ˜1 + e−iP˜ a˜1ξ˜2. (2.37)
Pelos mesmos argumentos expostos anteriormente, no´s vamos desprezar os termos na˜o
lineares da equac¸a˜o (2.37). No entanto, a equac¸a˜o resultante ainda tem uma contribuic¸a˜o




a˜22, devido a` dependeˆncia das equac¸o˜es (2.35) e (2.36) em a˜1a˜2, tambe´m teˆm sua dinaˆmica
afetada pelo termo Kerr cruzado. Aqui vemos a importaˆncia de trabalharmos com cavi-
dades o´ticas acopladas por tunelamento, uma vez que a dependeˆncia das equac¸o˜es (2.35)
e (2.36) em a˜1a˜2 e´ proporcional a J . Se J = 0, o sistema aqui tratado se comporta como



















+ e−iP˜ (τ)ξ˜2(τ)a˜1(τ) + e−iP˜ (τ)ξ˜1(τ)a˜2(τ)
}
. (2.38)





















+ ξˆ2(τ)aˆ1(τ) + ξˆ1(τ)aˆ2(τ)
}
. (2.39)
Vamos agora fazer algumas manipulac¸o˜es na equac¸a˜o (2.39) antes de substitu´ı-la nas














































dτ1 . . .
τn−1∫
−∞
dτnR0(t− τ0) . . . Rn−1(τn−2 − τn−1)e2iPˆ (t)
× e−2iPˆ (τn)Sn(τn−1 − τn), (2.42)
53

























, se n e´ par,
2i(−2)(n−1)/2{exp[(2i∆1 + 2i∆g − κ1)t]ξˆ1(t)aˆ2(t)
+ exp[(2i∆2 + 2i∆g − κ2)t]ξˆ2(t)aˆ1(t)
}
, se n e´ ı´mpar.
(2.44)
Assim, substituindo a equac¸a˜o (2.41) nas equac¸o˜es (2.35) e (2.36), e utilizando as equac¸o˜es
(2.26-2.29) e (2.42-2.44), podemos calcular aˆ21(t) e aˆ
2
2(t). Podemos enta˜o finalmente cal-
cular a func¸a˜o de coereˆncia de segunda ordem da cavidade j,
g
(2)
j (0) = lim
t→∞
〈aˆ†2j (t)aˆ2j(t)〉/〈aˆ†j(t)aˆj(t)〉2. (2.45)
O resultado depende da func¸a˜o de correlac¸a˜o do oscilador mecaˆnico,
〈eiPˆ (τ)eiPˆ (τ ′)e−iPˆ (τ ′′)eiPˆ (τ ′′′)〉,
e novamente a melhor maneira de calcular g
(2)
j (0) e´ expandindo a func¸a˜o de correlac¸a˜o em
uma se´rie de exponenciais.
Estudo nume´rico
Ale´m da abordagem perturbativa descrita acima, a hipo´tese de bombeamento fraco
e a hipo´tese de um reservato´rio mecaˆnico a` temperatura nula nos permitem tambe´m
uma abordagem nume´rica para o problema em questa˜o, dado que o espac¸o de Hilbert do
sistema optomecaˆnico pode ser truncado. Neste caso, e´ mais conveniente que a dinaˆmica






[ρˆ, Hˆ] + κ1D[aˆ1] + κ2D[aˆ2] + γ(nm + 1)D[bˆ] + γnmD[bˆ†], (2.46)
onde D[cˆ] = cˆρˆcˆ†− cˆ†cˆρˆ/2− ρˆcˆ†cˆ/2 e´ o super-operador de Lindblad. Observe que na abor-
dagem nume´rica a constante de dissipac¸a˜o mecaˆnica na˜o e´ desprezada, uma vez que ela e´
necessa´ria para a estabilidade do me´todo nume´rico empregado. Ale´m disso, a abordagem
nume´rica nos permite simular situac¸o˜es em que o reservato´rio te´rmico mecaˆnico esta´ em
equil´ıbrio a temperaturas na˜o nulas.
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2.4 Resultados


























Figura 2.2: (a) S1 em func¸a˜o de ∆1. Na curva preta, J = 0, e nas demais curvas,
J = 0, 05Ωm. Na curva vermelha, ∆2 = −0, 4Ωm, e αL,2 = αL,1. Na curva azul, ∆2 =
−0, 4Ωm, e αL,2 = 2αL,1. (b) g(2)1 (0) em func¸a˜o de ∆1. Na curva preta, J = 0, e nas
demais curvas, J = 0, 05Ωm. Na curva vermelha, ∆2 = −0, 4Ωm, e αL,2 = αL,1. Na curva
azul, ∆2 = −0, 1Ωm, e αL,2 = αL,1. Os demais paraˆmetros do sistema sa˜o: g0 = 0, 5Ωm,
αL,1 = 0, 001Ωm, κ1 = κ2 = 0, 3Ωm e γ = 0, 005Ωm. Em ambas as figuras, os triaˆngulos
azuis e vermelhos foram obtidos numericamente.






































Figura 2.3: Gra´fico de g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de ∆1. Nas curvas pretas, J = 0, e nas demais
curvas, J = 0, 05Ωm. Em (a), g
(2)
1 (0) e´ calculado para αL,2 = αL,1 e diferentes valores
de κ2. Na curva vermelha, κ2 = 0, 3Ωm. Na curva azul, κ2 = 0, 2Ωm. Na curva verde,
κ2 = 0, 4Ωm. Em (b), g
(2)
1 (0) e´ calculado para κ1 = κ2 e diferentes valores de αL,2. Na
curva vermelha, αL,2 = αL,1. Na curva azul, αL,2 = αL,1/2. Na curva verde, αL,2 = 2αL,1.
Os demais paraˆmetros sa˜o: g0 = 0, 5Ωm, κ1 = 0, 3Ωm, αL,1 = 0, 001Ωm, e ∆2 = −0, 4Ωm.
Nesta sec¸a˜o vamos apresentar os resultados obtidos a partir do me´todo anal´ıtico
exposto na sec¸a˜o anterior e a partir da soluc¸a˜o nume´rica do estado estaciona´rio da equac¸a˜o
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mestra (2.46), a qual foi obtida utilizando-se o pacote QOToolbox [76]. No´s iremos focar
o nosso estudo nas propriedades do estado estaciona´rio da radiac¸a˜o do modo o´tico 1. Em
particular, analisaremos como as propriedades do modo o´tico 1 respondem a` variac¸a˜o dos
demais paraˆmetros do sistema, como a amplitude de tunelamento J e os paraˆmetros da
cavidade 2.
A figura 2.2a traz o espectro de excitac¸a˜o da cavidade 1 em func¸a˜o de ∆1 para
diferentes valores de αL,2 e J . As curvas cont´ınuas foram obtidas por meio do me´todo
anal´ıtico desenvolvido aqui, e os pontos marcados por triaˆngulos foram obtidas nume-
ricamente. Antes de qualquer coisa, a comparac¸a˜o entre os resultados anal´ıticos e os
resultados nume´ricos mostram grande concordaˆncia. Dado que o me´todo nume´rico e´ bas-
tante confia´vel em um contexto de bombeamento fraco e temperatura nula, isto confere
credibilidade aos resultados obtidos pelo me´todo anal´ıtico. No que diz respeito ao espectro
da cavidade S1, e´ interessante observar que para uma u´nica cavidade o´tica acoplada a um
oscilador mecaˆnico no regime de bombeamento fraco (que e´ efetivamente o que se obte´m
quando J = 0), o espectro da cavidade depende apenas de ∆, de g0 e de κ. No sistema aqui
tratado, no entanto, S1 tambe´m depende da raza˜o entre as amplitudes de bombeamento
αL,1/αL,2. Portanto, se J 6= 0, e´ poss´ıvel modificar S1 apenas variando-se αL,2 (compare
as curvas verde e vermelha da figura 2.2a). Na figura 2.2b temos g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de ∆1
para diferentes paraˆmetros. Como estamos interessados especialmente em propriedades
na˜o cla´ssicas da radiac¸a˜o, vamos olhar com mais cuidado a regia˜o onde g
(2)
1 (0) < 1. Na
figura 2.2b, os menores valores de g
(2)
1 (0) foram encontrados em ∆1 ≈ −0, 25Ωm. Isto e´
consistente com os resultados encontrados em [43], onde e´ mostrado que existe um mı´nimo
para g(2)(0) em ∆ = −g20/Ωm (se κ/2 < Ωm, g0). Como neste cap´ıtulo estamos lidando
com uma pequena amplitude de tunelamento J , na˜o e´ de se surpreender que tenhamos
encontrado resultados similares. O que e´ importante, pore´m, e´ que o valor mı´nimo de
g
(2)
1 (0) depende do valor de ∆2. Os resultados mostram que os menores valores de g
(2)
1 (0)
foram obtidos quando ∆1 ≈ −0, 25Ωm e ∆2 ligeiramente menor que ∆1, ou seja, para ω2
ligeiramente maior que ω1, uma vez que ambos os campos de bombeamento teˆm a mesma
frequeˆncia ωL. De acordo com o diagrama de n´ıveis energe´ticos do sistema, dado que o
estado inicial das cavidades o´ticas e´ o estado fundamental, ∆2 ligeiramente maior que
∆1 = −0, 25Ωm implica uma probabilidade maior de que a cavidade 1, que e´ a cavidade
na qual estamos interessados em gerar estados sub-Poissonianos, esteja em um estado de
1 fo´ton.
Vamos agora analisar g
(2)
1 (0) com respeito a variac¸o˜es na constante de dissipac¸a˜o
κ2 e na amplitude de bombeamento αL,2. A figura 2.3a traz g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de ∆1
para diferentes valores de κ2. Os resultados mostram que para valores menores de κ2
encontramos valores menores para g
(2)


























Figura 2.4: O valor mı´nimo de g
(2)
1 (0), representado de acordo com a escala de cores
a` direita da figura (c), em func¸a˜o de αL,2 e ∆2 para diferentes valores de κ1 e κ2. (a)
κ1 = κ2 = 0, 15Ωm. (b) κ1 = κ2 = 0, 3Ωm. (c) κ1 = κ2 = 0, 6Ωm. Em todas as figuras
g0 = 0, 5Ωm, J = 0, 05Ωm e αL,1 = 0, 001Ωm. Todas as figuras foram obtidas utilizando-se
o me´todo anal´ıtico desenvolvido aqui.
valores menores de κ2 implicam um sistema cujo cara´ter na˜o linear e´ mais evidente, o
que contribui para a gerac¸a˜o de estados com estat´ıstica sub-Poissoniana. E´ interessante
observar, no entanto, que mesmo quando κ2 > κ1, o valor mı´nimo de g
(2)
1 (0) e´ menor
no sistema com duas cavidade o´ticas do que no sistema com apenas uma cavidade o´tica.
Ja´ na figura 2.3b temos o gra´fico de g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de ∆1 para diferentes valores de
αL,2. Os resultados mostram que se αL,2 > αL,1, podemos obter valores significativamente
menores para g
(2)
1 (0) na regia˜o onde g
(2)
1 (0) < 1. Este resultado e´ especialmente interes-
sante, uma vez que αL,2 e´ um paraˆmetro que pode ser facilmente controlado. Simulac¸o˜es
nume´ricas mostram que em um sistema composto apenas por duas cavidade o´ticas na˜o
lineares acopladas via tunelamento4 este fenoˆmeno tambe´m ocorre. Isto sugere que a
na˜o linearidade Kerr induzida pelo acoplamento optomecaˆnico nas cavidades o´ticas esta´
por tra´s deste fenoˆmeno, como seria de se esperar. Uma explicac¸a˜o mas detalhada, no
entanto, na˜o foi encontrada.
Na figura 2.4 no´s temos o gra´fico do valor mı´nimo de g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de ∆2
e αL,2 para diferentes valores de κ1 e κ2. De maneira geral, as figuras mostram os
mesmos fenoˆmenos observados anteriormente: radiac¸a˜o com estat´ıstica mais fortemente
sub-Poissoniana e´ obtida para ∆2 ligeiramente menor que −g20/Ωm = −0, 25Ωm e para
αL,2 > αL,1. Em particular, os resultados mostram que e´ poss´ıvel alcanc¸ar valores muito
pequenos para g
(2)
1 (0) se os paraˆmetros do sistema forem escolhidos adequadamente. Na
figura 2.4b, por exemplo, o menor valor de min{g(2)1 (0)}, obtido para ∆2 = −0, 35Ωm e
4Este sistema similar ao estudado em [75]
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Figura 2.5: (a) O valor mı´nimo de g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de g0 para valores diferentes de J
e αL,1 = αL,2 = 0, 001Ωm. Na curva preta, J = 0. Na curva vermelha, J = 0, 02Ωm.
Na curva azul, J = 0, 05Ωm. Na curva verde, J = 0, 08Ωm. (b) O valor mı´nimo de
g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de g0 para diferentes valores de αL,2. As curvas cont´ınuas foram obtidas
utilizando-se o me´todo anal´ıtico apresentado aqui (nm = 0) e as curvas tracejadas foram
obtidas numericamente com nm = 1. Nas curvas pretas, J = 0. Nas curvas vermelhas,
J = 0, 05Ωm, e αL,2 = αL,1 = 0, 001Ωm. Nas curvas azuis, J = 0, 05Ωm, e αL,2 =
5αL,1 = 0, 005Ωm. Nos ca´lculos nume´ricos, utilizamos γ = 0, 001Ωm. Em todas as curvas,
utilizamos κ1 = κ2 = 0, 3Ωm.
αL,2 = 5αL,1, e´ 0, 063. No caso de apenas um modo o´tico o menor valor para g
(2)(0) seria
0, 32 5. Na figura 2.4c, como confirmac¸a˜o do que ja´ havia sido discutido anteriormente,
vemos que quando as constantes de dissipac¸a˜o dos modos o´ticos κ1 e κ2 sa˜o maiores que
g0, a gerac¸a˜o de radiac¸a˜o com estat´ıstica sub-Poissoniana fica seriamente comprometida.
Tal fato decorre, como discutido anteriormente, do fato da condic¸a˜o g0 > κ1, κ2 ser ne-
cessa´ria para que o sistema optomecaˆnico seja efetivamente um sistema na˜o linear. O
menor valor para g
(2)
1 (0) foi obtido na figura 2.4a, g
(2)
1 (0) = 0, 009 para ∆2 = −0, 35Ωm e
αL,2 = 5αL,1.
Na figura 2.5a no´s analisamos o valor mı´nimo de g
(2)
1 (0) em func¸a˜o de g0 para
diferentes valores da constante de tunelamento J . Os resultados indicam que, no in-
tervalo de valores de J considerado, valores maiores de J implicam valores menores para
min{g(2)1 (0)}. Os nossos ca´lculos indicam que para J significativamente maior que 0, 08Ωm
a convergeˆncia da se´ria perturbativa se torna muito lenta, por este motivo tais valores
na˜o foram estudados. Observe que para certos valores da constante optomecaˆnica g0,
observamos picos nos valores de min{g(2)1 (0)}. Como mostrado por Rabl [43], estes picos
correspondem a transic¸o˜es ressonantes entre um estado de 1 fo´ton na cavidade 1 para um
estado de 2 fo´tons na cavidade 1, possibilitados pela criac¸a˜o de foˆnons.
5Para fins de comparac¸a˜o, o valor obtido no caso de apenas um modo o´tico e´ bem aproximado pelo
valor de g
(2)
1 (0) obtido no sistema aqui estudado quando |∆2|  g20/Ωm e αL,2 → 0.
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Na figura 2.5b no´s temos min{g(2)1 (0)} em func¸a˜o de g0 para valores diferentes de
αL,2/αL,1 e nm. As curvas cont´ınuas foram obtidas a partir do me´todo anal´ıtico proposto
aqui, onde nm = 0, e as curvas tracejadas foram obtidas numericamente com nm = 1.
Nas curvas pretas no´s temos os resultados obtidos quando apenas um modo o´tico interage
com o modo mecaˆnico, e nas curvas vermelhas e azuis temos os resultados obtidos no
sistema aqui estudado, para diferentes valores de αL,2/αL,1. Novamente, picos nos valores
de min{g(2)1 (0)} podem ser observados para valores espec´ıficos de g0. Com excec¸a˜o destes
picos, podemos observar uma considera´vel reduc¸a˜o de min{g(2)1 (0)} no sistema com dois
modos o´ticos, especialmente na curva azul, onde αL,2 = 5αL,1. Este resultado reforc¸a os
resultados obtidos na figura 2.4. Com relac¸a˜o aos resultados obtidos quando nm = 1,
chama a atenc¸a˜o o fato de valores muitos baixos de min{g(2)1 (0)} serem observados na
curva tracejada azul para determinados valores de g0. Ale´m disso, a comparac¸a˜o da
curva tracejada azul com as demais curvas tracejadas nos leva a concluir que o sistema
aqui estudado e´ significativamente mais robusto com respeito aos efeitos do reservato´rio
mecaˆnico do que um sistema com uma cavidade o´tica apenas.
Viabilidade experimental
Como discutido no in´ıcio deste cap´ıtulo, o regime quaˆntico na˜o linear ainda na˜o
foi alcanc¸ado nos laborato´rios, pore´m existe uma expectativa bem fundamentada de que,
no futuro, os primeiros sistemas operando neste regime sera˜o fabricados. Enquanto estes
sistemas na˜o sa˜o fabricados, vamos discutir quais plataformas experimentais figuram, hoje,
como bons candidatos para poss´ıveis implementac¸o˜es do sistema aqui estudado. Uma
poss´ıvel realizac¸a˜o experimental poderia ser baseada em cristais optomecaˆnicos. Em [16],
foi reportada a fabricac¸a˜o de um cristal optomecaˆnico onde dois modos o´ticos interagem
com um mesmo modo mecaˆnico. As frequeˆncias dos modos o´ticos sa˜o ω1/2pi = 2, 05
THz e ω1/2pi = 1, 94 THz, enquanto a frequeˆncia mecaˆnica e´ Ωm/2pi = 3, 99 GHz. Neste
sistema, cada um dos modos o´ticos esta´ acoplado ao modo mecaˆnico com um constante
de acoplamento diferente, de maneira que temos g0,1/2pi = 960 KHz e g0,2/2pi = 430 KHz.
As constantes de dissipac¸a˜o dos modos o´ticos sa˜o κ1/2pi = 520 MHz e κ2/2pi = 1, 73 GHz.
Embora o sistema reportado em [16] na˜o apresente tunelamento entre as cavidades o´ticas,
e´ poss´ıvel projetar uma estrutura que apresente este tipo de interac¸a˜o, como discutido
em [77]. Comparando os paraˆmetros acima com os paraˆmetros utilizados por no´s, vemos
que se a diferenc¸a entre ω1 e ω2 for reduzida em duas ou treˆs ordens de grandeza, o nosso
sistema poderia ser estudado nesta plataforma. Alternativamente, uma implementac¸a˜o
do sistema aqui estudado baseada em microdiscos tambe´m e´ poss´ıvel. Nestes sistemas, os
modos o´ticos ocorrem em pares que possuem a mesma frequeˆncia e que se propagam em
sentido hora´rio e anti-hora´rio. Devido a imperfeic¸o˜es na fabricac¸a˜o do microdisco, mais
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especificamente rugosidades nas bordas do microdisco, os modos hora´rio e anti-hora´rio sa˜o
acoplados por uma interac¸a˜o de tunelamento [78, 79]. Os paraˆmetros reportados em [79]
sa˜o: ω1/2pi = ω2/2pi = 188 THz, κ1/2pi = κ2/2pi = 299 MHz, J/2pi = 298 MHz e
Ωm/2pi = 50 MHz. Comparando os paraˆmetros, conclu´ımos que o sistema estudado por
no´s poderia ser implementado nesta plataforma se a raza˜o Ωm/κ1,2 for aumentada em
uma ordem de grandeza e se a raza˜o J/κ1,2 for reduzida pela metade.
2.5 Conclusa˜o
Neste trabalho no´s estudamos um sistema optomecaˆnico formado por dois modos
o´ticos acoplados a um mesmo modo mecaˆnico, e operando no regime quaˆntico na˜o li-
near. No´s mostramos que este sistema apresenta melhor performance no que diz res-
peito a` gerac¸a˜o de estados com estat´ıstica sub-Poissoniana do que um sistema opto-
mecaˆnico formado por apenas um modo o´tico. De maneira geral, estados com estat´ıstica
sub-Poissoniana mais pronunciada podem ser obtidos no sistema estudado variando-se
paraˆmetros de fa´cil controle experimental, como a frequeˆncia e as amplitudes dos bombe-
amentos das cavidades o´ticas. Em particular, e´ poss´ıvel diminuir g
(2)
1 (0) em ate´ 5 vezes
apenas aumentando a raza˜o αL,2/αL,1 > 1. Ale´m disso, os resultados obtidos mostram
que o sistema estudado e´ mais robusto com respeito a flutuac¸o˜es te´rmicas. No´s mostra-
mos ainda, tanto na derivac¸a˜o da se´rie perturbativa quanto por meio dos gra´ficos, que a
presenc¸a de uma interac¸a˜o de tunelamento entre as cavidades o´ticas e´ crucial para que
estes resultados sejam encontrados. Em particular, na auseˆncia de tunelamento o sistema
estudado se comporta efetivamente como um sistema com apenas uma cavidade o´tica.
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Cap´ıtulo 3
Estados comprimidos em sistemas
optomecaˆnicos com acoplamento
quadra´tico
Ao quantizar o Hamiltoniano de um oscilador harmoˆnico, nota-se a presenc¸a de um
termo constante igual a ~Ωm/2 no Hamiltoniano quaˆntico. A existeˆncia deste termo se
deve a` relac¸a˜o canoˆnica de comutac¸a˜o entre o operador de posic¸a˜o xˆ e o operador de
momento pˆ, e indica que, mesmo no estado fundamental, o oscilador harmoˆnico tem ener-
gia diferente de zero. Esta energia do estado fundamental esta´ intimamente relacionada
com as flutuac¸o˜es quaˆnticas na posic¸a˜o e no momento do oscilador. Se realizarmos me-
didas sucessivas da posic¸a˜o ou do momento do oscilador, notaremos que os resultados
da medic¸a˜o flutuara˜o aleatoriamente, ainda que o oscilador se mantenha no estado esta-
ciona´rio. O ca´lculo da me´dia e do desvio padra˜o das medic¸o˜es mostrara´ que 〈xˆ〉 = 〈pˆ〉 = 0,
∆xˆ =
√
~/2mΩ, e ∆pˆ =
√
~mΩ/2, onde m e´ a massa e Ω e´ a frequeˆncia do oscilador.
Este fato esta´ em conformidade com uma das caracter´ısticas mais icoˆnicas da mecaˆnica
quaˆntica, resumida no princ´ıpio da incerteza de Heisenberg. O princ´ıpio da incerteza de
Heisenberg decorre da relac¸a˜o canoˆnica de comutac¸a˜o entre xˆ e pˆ, e asserta ser imposs´ıvel
realizar medic¸o˜es arbitrariamente precisas da posic¸a˜o e do momento de uma part´ıcula
simultaneamente. Esta regra e´ resumida pela relac¸a˜o ∆xˆ∆pˆ ≥ ~/2. Desta maneira, o
produto das incertezas da posic¸a˜o e do momento de um oscilador harmoˆnico no estado
fundamental satisfaz o valor mı´nimo permitido pelo princ´ıpio de Heisenberg.
Suponha agora que desejamos medir uma forc¸a extremamente pequena que age sobre
o oscilador mecaˆnico. No entanto, o deslocamento que esta forc¸a causaria na posic¸a˜o
de equil´ıbrio do oscilador e´ possivelmente menor que a incerteza ∆xˆ na posic¸a˜o deste
oscilador mesmo quando este se encontra no estado fundamental. Existiria alguma forma
de medir tal forc¸a? A resposta para este pergunta e´ positiva, e se baseia no fato de o
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princ´ıpio da incerteza impor um valor mı´nimo para o produto das incertezas na posic¸a˜o e
no momento, e na˜o um valor mı´nimo para cada incerteza individualmente. Desta maneira,
a incerteza na posic¸a˜o do oscilador por ser arbitrariamente reduzida, pore´m a incerteza
no momento aumentara´ de forma que o princ´ıpio da incerteza seja satisfeito. O oscilador
pode, portanto, ser preparado em um estado onde a incerteza associada a` posic¸a˜o seja
menor que o deslocamento causado pela forc¸a externa, e desta maneira, o deslocamento
podera´ ser resolvido. Tais estados, nos quais a incerteza na posic¸a˜o (ou no momento) e´
menor que a incerteza do estado fundamental, sa˜o chamados estados comprimidos.
Os estados comprimidos esta˜o entre os estados mais simples, e talvez mais interes-
santes, de um oscilador harmoˆnico. Primeiramente, estados comprimidos sa˜o estados na˜o
cla´ssicos: pode-se mostrar com relativa facilidade que a func¸a˜o P de Glauber-Sudarshan
associada a um estado comprimido e´ negativa em determinadas regio˜es do espac¸o de
fase [101], o que o torna um estado na˜o cla´ssico de acordo com a classificac¸a˜o geralmente
adotada no campo da o´tica quaˆntica [101]. Ale´m disso, existe uma se´rie de aplicac¸o˜es
tecnolo´gicas para estados comprimidos. Uma destas poss´ıveis aplicac¸o˜es seria o desenvol-
vimento de dispositivos capazes de medir forc¸as extremamente fracas. De fato, estados
comprimidos de osciladores mecaˆnicos sa˜o notoriamente adequados para este tipo de ta-
refa [15]. Digno de nota, o estudo de sistemas que permitissem a medic¸a˜o de forc¸as
cla´ssicas extremamente fracas foi a forc¸a-motriz que impulsionou o estudo de sistemas
optomecaˆnicos nas de´cadas de 70 e 80. Ale´m da aplicac¸a˜o de estados comprimidos de
osciladores mecaˆnicos, estados comprimidos da radiac¸a˜o tambe´m sa˜o utilizados para au-
mentar a precisa˜o em medic¸o˜es interferome´tricas [57], ale´m de serem elementos essenciais
no processamento de informac¸a˜o quaˆntica [58].
Neste trabalho, no´s estudamos a gerac¸a˜o de estados comprimidos em um oscilador
mecaˆnico que interage com uma cavidade o´tica via acoplamento optomecaˆnico quadra´tico.
Este sistema ja´ conta com algumas propostas de compressa˜o do estado do oscilador
mecaˆnico em [89] e em [90]. O primeiro trabalho explora a possibilidade de manipular
a frequeˆncia do oscilador mecaˆnico por meio do campo o´tico: pulsos perio´dicos incidem
sobre a cavidade o´tica, gerando kicks na frequeˆncia mecaˆnica efetiva e comprimindo a
varianc¸a da posic¸a˜o do oscilador mecaˆnico. Ja´ o segundo trabalho usa o campo o´tico para
obter um Hamiltoniano de interac¸a˜o que nada mais e´ que o Hamiltoniano de um oscilador
parame´trico degenerado, o qual e´ conhecido por gerar estados comprimidos do oscilador
harmoˆnico. No trabalho que apresentaremos aqui, o campo o´tico e´ bombeado por quatro
fontes coerentes com amplitudes e frequeˆncias espec´ıficas. No´s mostramos que e´ poss´ıvel
manipular os paraˆmetros deste sistema de maneira a criar uma interac¸a˜o efetiva que tem
estados comprimidos do oscilador mecaˆnico como estados estaciona´rios.
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3.1 Estados de nu´mero comprimidos
Primeiramente, vamos definir e discutir algumas propriedades dos estados de nu´mero
comprimidos. Os estados de nu´mero comprimidos |ξ, n〉 de um oscilador harmoˆnico sa˜o
definidos pela seguinte equac¸a˜o:









e´ o operador de compressa˜o, ξ = |ξ|eiθ e´ o paraˆmetro de compressa˜o, aˆ e´ um operador de
aniquilac¸a˜o bosoˆnico, e |n〉 e´ um estado de nu´mero. O estado de va´cuo comprimido |ξ, 0〉







onde Xˆ1 = (aˆe
−iθ/2 + aˆ†eiθ/2)/2 e Xˆ2 = (aˆe−iθ/2 − aˆ†eiθ/2)/2i sa˜o operadores de quadra-
tura gene´ricos satisfazendo a relac¸a˜o de comutac¸a˜o [Xˆ1, Xˆ2] = i/2. Fica claro a partir
das equac¸o˜es (3.3) e (3.4) que o estado de va´cuo comprimido apresenta compressa˜o de
quadratura, e o produto 〈(∆Xˆ1)2〉〈∆(Xˆ2)2〉 = 1/16 satisfaz o valor mı´nimo permitido
pela mecaˆnica quaˆntica. Ja´ estados de nu´mero comprimido arbitra´rios |ξ, n〉 satisfazem
as seguintes relac¸o˜es [102]:
〈(∆Xˆ1)2〉 = 2n+ 1
4
e−2|ξ|, (3.5)
〈(∆Xˆ2)2〉 = 2n+ 1
4
e2|ξ|. (3.6)
Portanto, os estados |ξ, n〉 apresentam compressa˜o de quadratura se |ξ| > ln√2n+ 1.
A transformac¸a˜o do operador aˆ pelo operador Sˆ(ξ) e´ dada por
Sˆ(ξ)aˆSˆ†(ξ) = aˆ cosh |ξ|+ aˆ†eiθ sinh |ξ| = µaˆ+ νaˆ† = Bˆ(ξ), (3.7)
onde Bˆ e´ chamado operador de Bogoliubov. O operador de Bogoliubov satisfaz a relac¸a˜o
canoˆnica de comutac¸a˜o, [Bˆ(ξ), Bˆ†(ξ)] = 1, de maneira que suas propriedades sa˜o essen-
cialmente as mesmas do operador aˆ. Em particular, o operador de Bogoliubov tambe´m
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possui um estado de va´cuo, o qual pode ser encontrado da seguinte maneira:
aˆ|0〉 = 0, (3.8)
Sˆ(ξ)aˆSˆ†(ξ)Sˆ(ξ)|0〉 = 0, (3.9)
Bˆ(ξ)|ξ, 0〉 = 0. (3.10)
Logo, o estado de va´cuo comprimido e´ o estado de va´cuo do operador de aniquilac¸a˜o de
Bogoliubov Bˆ(ξ). O primeiro estado excitado associado ao operador de Bogoliubov pode
ser encontrado de maneira ana´loga:
aˆ2|1〉 = 0, (3.11)
Sˆ(ξ)aˆ2Sˆ†(ξ)Sˆ(ξ)|1〉 = 0, (3.12)
Bˆ2(ξ)|ξ, 1〉 = 0. (3.13)
Logo, o estado |ξ, 1〉 e´ o primeiro estado excitado associado ao operador de Bogoliubov.
Conclui-se, portanto, que os estados de nu´mero |n〉 esta˜o para o operador aˆ assim como
os estados |ξ, n〉 esta˜o para o operador de Bogoliubov Bˆ(ξ).
Como comentado anteriormente, um estado de nu´mero comprimido |ξ, n〉 apresenta
compressa˜o se |ξ| > ln√2n+ 1. Estes estados podem ainda apresentar estat´ıstica sub-
Poissoniana. Pode ser mostrado que, para θ = 0, a func¸a˜o de correlac¸a˜o de segunda ordem
g(2)(0) de |ξ, n〉 e´ dada por [102],




2n2 cosh2 |ξ|+ 2n cosh2 |ξ|+ cosh(2|ξ|)
]
, (3.14)
onde 〈nˆ〉 = n cosh(2|ξ|) + sinh2 |ξ|. Para |ξ| pequeno o suficiente, g(2)(0) e´ menor que 1,
o que caracteriza estados sub-Poissonianos. Para |ξ|  1, o segundo termo na equac¸a˜o
(3.14) pode ser desprezado e no´s obtemos o seguinte resultado:
g(2)(0) ≈ 1 + 2(n
2 + n+ 1)
(2n+ 1)2
, (3.15)
que implica uma estat´ıstica super-Poissoniana.
3.2 O sistema
No cap´ıtulo 1 desta tese, a ana´lise de um sistema formado por uma cavidade de
Fabry-Perot com um espelho mo´vel nos permitiu concluir que a frequeˆncia ωc da ca-
vidade o´tica depende da posic¸a˜o qˆ do espelho mo´vel. A frequeˆncia o´tica ωc foi enta˜o
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Figura 3.1: (a) Um sistema optomecaˆnico com acoplamento quadra´tico, no qual a cavidade
o´tica e´ bombeada por quatro campos coerentes com frequeˆncias ωj = ωc + 2jΩm, j =
0,±1, 2. (b)Esquema da parte o´tica do sistema estudado: a curva azul representa o
espectro da cavidade o´tica (κ ≈ 10−1Ωm) e as setas vermelhas representam as frequeˆncias
dos lasers de bombeamento.
expandida em uma se´rie de Taylor em qˆ e, truncando esta se´rie no termo linear, foi
poss´ıvel obter o Hamiltoniano optomecaˆnico (1.26). Contudo, em determinadas situac¸o˜es,
o termo linear da expansa˜o de ωc e´ nulo, de maneira que a se´rie deve ser truncada no




†aˆ(bˆ + bˆ†)2, a chamada interac¸a˜o optomecaˆnica quadra´tica. Neste trabalho, no´s es-
tudamos um sistema optomecaˆnico no qual um modo o´tico com frequeˆncia ωc interage,
por meio de um acoplamento optomecaˆnico quadra´tico, com um oscilador mecaˆnico com
frequeˆncia Ωm. O Hamiltoniano deste sistema e´ dado por
Hˆ = Hˆs + Hˆdr + Hˆκ + Hˆγ. (3.16)
Hˆs e´ o Hamiltoniano coerente do sistema optomecaˆnico,





onde aˆ e bˆ sa˜o os respectivos operadores bosoˆnicos de aniquilac¸a˜o dos modos o´tico e
mecaˆnico, e g
(2)
0 e´ a constante de acoplamento optomecaˆnico quadra´tica. Hˆdr conte´m os







†e−i(ωc+2jΩm)t − α∗L,j aˆei(ωc+2jΩm)
)
. (3.18)
Note que o modo o´tico e´ bombeado por quatro campos coerentes, cujas amplitudes sa˜o
αL,j e cujas frequeˆncias sa˜o (ωc + 2jΩm). Hˆκ e Hˆγ descrevem o acoplamento dos modos
o´tico e mecaˆnico com seus respectivos reservato´rios te´rmicos, sendo κ a constante de
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dissipac¸a˜o do modo o´tico e γ a constante de dissipac¸a˜o do modo mecaˆnico.
As equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg para este sistema podem ser encontradas seguindo-



































Como discutido anteriormente, os operadores aˆin e bˆin sa˜o operadores de ru´ıdo Gaussianos
estatisticamente independentes, os quais satisfazem as equac¸o˜es (1.17-1.19) e (1.68-1.70)
respectivamente. Como de praxe, no´s supomos neste trabalho que a frequeˆncia o´tica e´
grande o suficiente para que nc possa ser aproximado por zero.
Se κ g(2)0 , no´s podemos limitar nosso estudo a` dinaˆmica de pequenas flutuac¸o˜es em
torno do estado estaciona´rio deste sistema, assim como foi feito para linearizar a interac¸a˜o
optomecaˆnica no cap´ıtulo 1. Matematicamente, isto e´ feito por meio do ansatz aˆ = α+δaˆ,
bˆ = β + δbˆ. Assim como no cap´ıtulo 1, α e β sa˜o valores me´dios estaciona´rios que podem
ser obtidos a partir das equac¸o˜es de movimento cla´ssicas do sistema. Estas equac¸o˜es
podem ser obtidas diretamente das equac¸o˜es (3.19) e (3.20), apenas substituindo-se os































As equac¸o˜es (3.21) e (3.22) sa˜o equac¸o˜es diferenciais na˜o lineares e sua soluc¸a˜o e´ mais
facilmente encontrada com o aux´ılio de me´todos nume´ricos. No entanto, dado que no´s
supomos g
(2)
0 muito menor que κ, e esta e´ a realidade em todas as realizac¸o˜es experimentais
de sistemas optomecaˆnicos com acoplamento quadra´tico de que temos conhecimento [25,
86, 87], no´s simplificaremos a equac¸a˜o (3.21) desprezando o acoplamento optomecaˆnico







onde 2αL,j/(κ+i4jΩm) e´ suposto real, o que pode ser feito sem perda de generalidade ape-
nas ajustando-se a fase de αL,j. A equac¸a˜o (3.22) mostra que a interac¸a˜o optomecaˆnica
induz uma frequeˆncia mecaˆnica efetiva dada por ωef = Ωm + g
(2)
0 |α|2. Isto requer um
cuidado adicional, uma vez que |α|2 tem termos proporcionais a cos(2Ωmt). Tal situac¸a˜o
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pode levar a uma dinaˆmica insta´vel, onde a amplitude de oscilac¸a˜o do oscilador mecaˆnico



















8 cos(2Ωmt) + . . . , (3.24)
onde os termos omitidos sa˜o proporcionais a cos(4Ωmt) e cos(6Ωmt). Para evitar uma
poss´ıvel dinaˆmica insta´vel, αL,2 e´ escolhido de maneira que o termo proporcional a cos(2Ωmt)
e´ anulado. Estritamente falando, os termos proporcionais a cos(4Ωmt) e cos(6Ωmt) tambe´m
podem levar a uma dinaˆmica insta´vel, mas seria necessa´ria uma constante de dissipac¸a˜o
γ extremamente pequena para que tal cena´rio prevalecesse, e no´s desprezaremos esta pos-
sibilidade [104]. Nestas circunstaˆncias, a soluc¸a˜o estaciona´ria da equac¸a˜o (3.22) e´ zero.
Substituindo estes resultados no Hamiltoniano (3.16), no´s obtemos
Hˆ/~ = ωcδaˆ†δaˆ+ Ωmδbˆ†δbˆ+ g(2)0
[|α|2 + αδaˆ† + α∗δaˆ+ δaˆ†δaˆ](δbˆ+ δbˆ†)2. (3.25)
O u´ltimo termo do Hamiltoniano (3.25), g
(2)
0 δaˆ
†δaˆ(δbˆ + δbˆ†)2, tem efeito muito pequeno
na dinaˆmica do sistema, uma vez que ele e´ de ordem quarta nos operadores de flutuac¸a˜o,
os quais sa˜o pequenos por hipo´tese. Por este motivo, este termo sera´ desprezado. O
termo g
(2)
0 |α|2(δbˆ + δbˆ†)2 e´ composto por um termo independente do tempo, cujo u´nico
efeito e´ renormalizar a frequeˆncia mecaˆnica, e de outros termos oscilantes no tempo. O
termo independente do tempo pode ser inclu´ıdo na definic¸a˜o da frequeˆncia mecaˆnica Ωm
sem perda de generalidade. Com relac¸a˜o aos termos oscilantes, cabe lembrar que estes
termos sa˜o na˜o ressonantes, e seu efeito sobre a dinaˆmica do sistema pode ser desprezado
dependendo dos paraˆmetros do sistema optomecaˆnico. De fato, se a taxa de dissipac¸a˜o do
modo o´tico e´ pequena frente a` frequeˆncia mecaˆnica, enta˜o termos na˜o ressonantes podem
ser desprezados. Supondo que a condic¸a˜o κ Ωm e´ satisfeita, no´s obtemos





Os termos oscilantes presentes em |α|2, todavia, na˜o sa˜o os u´nicos termos na˜o ressonantes
no Hamiltoniano (3.26). Com efeito, reescrevendo o Hamiltoniano (3.26) na versa˜o de
interac¸a˜o, fica claro que existem outros termos na˜o ressonantes que podem ser desprezados
pelos mesmos argumentos. Depois de desprezados todos os termos na˜o ressonantes, no´s
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obtemos o seguinte Hamiltoniano na versa˜o de interac¸a˜o:
HˆI = δaˆ
†(G−δbˆ2 + 2G0δbˆ†δbˆ+G+δbˆ†2 +G0)+H.c., (3.27)
onde G± = 2g
(2)
0 αL,±1/(κ± i4Ωm) e G0 = 2g(2)0 αL,0/κ.
Em princ´ıpio, a dinaˆmica deste sistema optomecaˆnico pode ser estudada usando as
equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg associadas aos operadores δaˆ and δbˆ, as quais podem
ser obtidas a partir do Hamiltoniano simplificado (3.27). No entanto, e´ mais conveniente
neste ponto que utilizemos o formalismo de equac¸o˜es mestras. Como discutido no cap´ıtulo
1 desta tese, a equac¸a˜o mestra do sistema aqui estudado e´ dada por
d
dt
ρˆ = −i[HˆI , ρˆ] + κLˆ[δaˆ]ρˆ+ (nm + 1)γLˆ[δbˆ]ρˆ+ nmγLˆ[δbˆ†]ρˆ, (3.28)
onde Lˆ[cˆ]ρˆ = 2cˆρˆcˆ† − cˆ†cˆρˆ− ρˆcˆ†cˆ e´ o Lindbladiano. Vamos agora mostrar como as fontes
coerentes que bombeiam o modo o´tico podem ser manipuladas de maneira a gerar estados
comprimidos.
3.3 Gerac¸a˜o de estados de nu´mero comprimidos in-
duzida por dissipac¸a˜o
Suponhamos que G−/G+ = coth
2 r e G−/G0 = coth r. Neste caso, no´s podemos
definir a constante de acoplamento G = G−−G+, e o Hamiltoniano (3.27) pode ser escrito






Este Hamiltoniano permite a criac¸a˜o (aniquilac¸a˜o) de um fo´ton e a aniquilac¸a˜o (criac¸a˜o)
de duas excitac¸o˜es do modo de Bogoliubov. Supondo que a dissipac¸a˜o mecaˆnica possa ser
desprezada, o que e´ uma boa aproximac¸a˜o para tempos pequenos comparados a γ−1 se
nm e´ da ordem de 1, a dinaˆmica dissipativa do sistema permite que o modo o´tico resfrie
o modo de Bogoliubov, levando o sistema ao estado estaciona´rio |ψ0〉 = |0〉a|ξ = r, 0〉b ou
|ψ1〉 = |0〉a|ξ = r, 1〉b. Uma maneira de chegar a essa conclusa˜o e´ observar que os estados
|ψ0〉 e |ψ1〉 sa˜o “estados escuros” da dinaˆmica, i.e.
Hˆ|ψn〉 = 0, (3.30)
Lˆ[δaˆ](|ψn〉〈ψn|) = 0. (3.31)
68
De fato, se o estado estaciona´rio da cavidade o´tica e´ o estado de va´cuo, enta˜o os estados
|ψ0〉 e |ψ1〉 sa˜o estados escuros do sistema, e qualquer outro estado escuro e´ uma mistura,
coerente ou incoerente, daqueles. O estado estaciona´rio do sistema e´, desta maneira,
determinado pelo estado inicial do sistema. Em particular, se o estado inicial do oscilador
mecaˆnico e´ uma superposic¸a˜o de estados de nu´mero pares (´ımpares), o estado estaciona´rio
sera´ |ψ0〉 = |0〉a|ξ = r, 0〉b (|ψ1〉 = |0〉a|ξ = r, 1〉b).
Podemos chegar exatamente aos mesmos resultados eliminando adiabaticamente os
graus de liberdade o´ticos, o que pode ser feito quando κ  G e κ  γ. Utilizando












onde ρˆb = Tra[ρˆ]. Da equac¸a˜o (3.32), no´s notamos que a cavidade o´tica age como um
reservato´rio estruturado para o oscilador mecaˆnico. Naturalmente, na presenc¸a de dis-
sipac¸a˜o mecaˆnica (γ 6= 0) os estados |ψ0〉 e |ψ1〉 na˜o sa˜o estados escuros da dinaˆmica.
Note que a equac¸a˜o (3.32) implica a existeˆncia de duas escalas de tempo na dinaˆmica do
sistema estudado: uma escala de tempo determinada pela constante de dissipac¸a˜o para
o reservato´rio estruturado, G2/κ, e uma escala de tempo determinada pela constante de
dissipac¸a˜o para o reservato´rio real, γ. Se G2/κ  γ, enta˜o existe um intervalo de tempo
no qual os efeitos do reservato´rio real podem ser desprezados.
E´ importante lembrar que para preparar o oscilador mecaˆnico em um estado de
va´cuo comprimido ou em um estado de um foˆnon comprimido e´ necessa´rio que os termos
na˜o ressonantes do Hamiltoniano (3.25) tenham efeitos marginais na dinaˆmica do sistema.
Se os termos na˜o ressonantes contribuem de maneira significante para a dinaˆmica, enta˜o
ocorrera´ um aquecimento na˜o ressonante do modo de Bogoliubov, o que certamente tera´
efeitos delete´rios na gerac¸a˜o dos estados alvo.
3.4 Resultados
Nesta sec¸a˜o, no´s mostramos os resultados obtidos a partir da soluc¸a˜o nume´rica da
equac¸a˜o (3.28). A resoluc¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o (3.28) implica a truncagem do espac¸o
de Hilbert do sistema estudado, o que por sua vez restringe significativamente os valores
do paraˆmetro r que podem ser simulados. Isto porque, para r suficientemente grande, o
espac¸o de Hilbert truncado tem um nu´mero de dimenso˜es que torna o ca´lculo nume´rico
invia´vel1. No que diz respeito a` evoluc¸a˜o temporal do sistema, foi mencionado anterior-
1No´s podemos chegar a esta conclusa˜o da seguinte forma: o estado de va´cuo comprimido |ξ, 0〉 e´
obtido a partir da aplicac¸a˜o de S(ξ) = exp{(ξ∗aˆ2 − ξaˆ†2)/2} no estado de va´cuo. Se ξ e´ pequeno,
podemos expandir S(ξ) em uma se´rie de Taylor e truncar a se´rie, digamos, no termo de ordem n. Isto
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Figura 3.2: Fidelidade (curvas cont´ınuas) e pureza (curvas tracejadas) em func¸a˜o de κt
para γ = 0. Nas curvas azuis, r = 1, e o estado inicial e´ |na = 0, nb = 0〉. Nas curvas
vermelhas, r = 1, e o estado inicial e´ |na = 0, nb = 1〉.
mente que a interac¸a˜o do oscilador mecaˆnico com o reservato´rio estruturado define uma
escala de tempo, dada por κ/G2. Seria mais conveniente, de um ponto de vista teo´rico,
usar esta escala de tempo nos resultados aqui expostos. No entanto, no´s escolhemos utili-
zar κ−1 como a nossa unidade de tempo. O motivo principal desta escolha reside no fato
de a escolha de uma escala de tempo dada por κ/G2 impor que G seja mantido constante.
Esta condic¸a˜o implica, para valores grandes de r, constantes de acoplamento efetivas Gi
(especialmente G−) cujos valores seriam ordens de magnitude maiores que os valores que
poderiam ser alcanc¸ados experimentalmente com a tecnologia atual. Em todos os resulta-
dos, exceto naqueles em que for explicitamente dito o contra´rio, no´s usamos G− = 0, 01κ,
G0 = 0, 01κ tanh r, e G+ = 0, 01κ tanh
2 r. Note que estes paraˆmetros permitem que
os graus de liberdade o´ticos sejam adiabaticamente eliminados2. Os ca´lculos nume´ricos
foram feitos utilizando-se o pacote QuTiP [106].
Primeiramente, vamos analisar a evoluc¸a˜o temporal do sistema na auseˆncia de dis-
sipac¸a˜o mecaˆnica e confirmar se os estados estaciona´rios do sistema sa˜o de fato estados
de nu´mero comprimidos. Na figura 3.2, temos o gra´fico da fidelidade F =
√〈ψ|ρˆ|ψ〉 entre
o estado do sistema e o estado alvo |ψ〉 e o gra´fico da pureza do estado do sistema. O
estado alvo e´ o estado |0〉a|ξ = 1, 0〉b nas curvas azuis e o estado |0〉a|ξ = 1, 1〉b nas curvas
vermelhas. Fica claro que para valores de t maiores que κ/G2 o sistema converge para
equivale a expandir |ξ, 0〉 na base de nu´mero e truncar a se´rie no estado de nu´mero |2n〉. Logo, e´ suficiente
que espac¸o de Hilbert truncado do sistema tenha um nu´mero de dimenso˜es da ordem de 2n. Quanto
maior ξ, maior deve ser o valor de n e, consequentemente, maior o nu´mero de dimenso˜es do espac¸o de
Hilbert truncado.
2Uma condic¸a˜o adicional para a validade da aproximac¸a˜o adiaba´tica e´ κ  γ. Esta condic¸a˜o e´
satisfeita em todas as plataformas experimentais de que temos conhecimento, de maneira que suporemos
esta condic¸a˜o satisfeita aqui tambe´m.
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Figura 3.3: Fidelidade (curvas cont´ınuas) e pureza (curvas tracejadas) em func¸a˜o de κt.
Na figura (a), r = 1, nm = 0, e o estado inicial e´ |na = 0, nb = 0〉. Na figura (b), r = 1,
nm = 10, e o estado inicial e´ |na = 0, nb = 0〉. Nas curvas azuis, γ = 10−4κ; nas curvas
vermelhas, γ = 10−5κ; e nas curvas verdes, γ = 10−6κ.
o estado alvo correspondente. Usando a equac¸a˜o (3.5), no´s podemos calcular o grau de
compressa˜o alcanc¸ado, que e´ 8.69 dB3 para o estado alvo |0〉a|ξ = 1, 0〉b e 3.91 dB para o
estado alvo |0〉a|ξ = 1, 1〉b. Na figura 3.3, temos novamente os gra´fico da fidelidade F e
da pureza do estado do sistema, pore´m desta vez para valores na˜o nulos de γ. O estado
alvo e´ o estado |0〉a|ξ = 1, 0〉b em ambas as figuras. Nestas condic¸o˜es, no´s esperamos que
os resultados mostrem a existeˆncia de duas escalas de tempo: uma determinada pelo aco-
plamento do oscilador mecaˆnico com o reservato´rio estruturado, e outra determinada pelo
acoplamento do oscilador mecaˆnico com o reservato´rio real. Os resultados na figura 3.3
mostram exatamente o resultado esperado. Nas curvas azuis temos γ = 10−4κ, o que im-
plica um acoplamento ao reservato´rio real que e´ sempre maior ou igual que o acoplamento
ao reservato´rio estruturado para os valores de r aqui considerados. Consequentemente, o
estado do sistema nunca atinge um alto grau de fidelidade com o estado alvo. Nas curvas
verdes no´s temos γ = 10−6κ, e o acoplamento do oscilador mecaˆnico com o reservato´rio
estruturado e´ maior que o acoplamento com o reservato´rio real para os valores de r aqui
considerados. Neste caso, os gra´ficos mostram claramente a existeˆncia de duas escalas de
tempo e, pelo menos para nm = 0, o estado do sistema chega a apresentar um alto grau
de fidelidade com respeito ao estado alvo para determinados valores de κt. E´ importante
salientar que as simulac¸o˜es do estado estaciona´rio da equac¸a˜o mestra total, contendo tanto
dissipac¸a˜o o´tica quanto dissipac¸a˜o mecaˆnica, mostram que apenas um estado estaciona´rio
existe, independente da escolha de estado inicial. A questa˜o mais importante passa enta˜o
3Neste trabalho, o grau de compressa˜o de um estado e´ dado em decibe´is, onde 1 dB =
−10 log(∆xˆ/∆0xˆ). ∆xˆ e´ a incerteza associada ao operador xˆ, e ∆0xˆ e´ a incerteza associada ao ope-
rador xˆ quando o oscilador mecaˆnico esta´ no estado de va´cuo.
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Figura 3.4: Gra´fico da compressa˜o da quadratura Xˆ1 em func¸a˜o de r no estado esta-
ciona´rio. Nas curvas azuis, γ = 10−4κ; nas curvas vermelhas, γ = 10−5κ; e nas curvas
verdes, γ = 10−6κ. Na figura (a), nm = 0; e na figura (b), nm = 10.
a ser se o estado estaciona´rio do sistema, na presenc¸a de dissipac¸a˜o mecaˆnica, sera´ um
estado comprimido ou um estado com estat´ıstica sub-Poissoniana.
Para responder a esta questa˜o, na figura 3.4 no´s temos a compressa˜o da quadratura
Xˆ1 no estado estaciona´rio do sistema para diferentes valores de γ e nm. Como esperado,
a existeˆncia de dissipac¸a˜o mecaˆnica tem efeitos delete´rios sobre a gerac¸a˜o de estados
comprimidos, e o grau de compressa˜o e´ menor para valores maiores de γ e nm. Todavia,
ainda e´ poss´ıvel alcanc¸ar graus de compressa˜o acima de 7 dB. No´s acreditamos que valores
maiores de r possibilitariam graus de compressa˜o ainda maiores, contudo na˜o foi poss´ıvel
simular tais situac¸o˜es uma vez que o espac¸o de Hilbert truncado do sistema se torna muito
grande. Um fenoˆmeno interessante pode ser observado na curva azul da figura 3.4a e na
curva vermelha da figura 3.4b: a saturac¸a˜o do grau de compressa˜o. Isto sugere que o grau
de compressa˜o diminuira´ para valores maiores de r. Um fenoˆmeno similar foi observado
por Kronwald et al. em [55], e se deve a` dependeˆncia da constante de acoplamento G
no paraˆmetro r. De fato, G ∝ sech2(r), logo G → 0 para r → ∞. Consequentemente,
existe um valor o´timo ropt acima do qual o acoplamento do oscilador mecaˆnico com o
reservato´rio estruturado e´ fraco se comparado ao acoplamento com o reservato´rio real, e
a gerac¸a˜o de compressa˜o e´ comprometida. Kronwald et al. mostraram ainda que para
valores menores de γ e nm, valores maiores de ropt sa˜o encontrados. Isto explica o porqueˆ
de na˜o termos observado um ropt nas demais curvas. E´ importante salientar que, na
presenc¸a de dissipac¸a˜o mecaˆnica, r na˜o corresponde mais ao paraˆmetro de compressa˜o do
estado mecaˆnico.
Como discutido anteriormente, o estado de um fo´ton comprimido apresenta es-
tat´ıstica sub-Poissoniana para determinados valores da constante de compressa˜o ξ. Resta
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Figura 3.5: g(2)(0) do oscilador mecaˆnico calculado no estado estaciona´rio em func¸a˜o de r.
Nas curvas azuis, nm = 0; nas curvas vermelhas, nm = 10; e nas curvas verdes, nm = 100.
Na figura (a), γ = 10−5κ; e na figura (b), γ = 10−6κ.
saber se o estado estaciona´rio do sistema aqui estudado tambe´m apresenta estat´ıstica
sub-Poissoniana na presenc¸a de dissipac¸a˜o mecaˆnica. Na figura 3.5 no´s temos g(2)(0) em
func¸a˜o de r para diferentes valores de γ e nm. Para nm = 0, o estado estaciona´rio apre-
senta estat´ıstica super-Poissoniana. Em particular, g(2)(0) 1 para r pequeno. Para nm
diferente de zero, no entanto, um fenoˆmeno interessante e´ observado. No caso em que
nm = 10, no´s obtemos valores muito menores para g
(2)(0), especialmente para r pequeno.
Este fenoˆmeno pode ser entendido se analisarmos em maior detalhe a equac¸a˜o mestra efe-
tiva (3.32). Para valores pequenos de r, Bˆ2 ≈ δbˆ2 +2rδbˆ†δbˆ+r, de maneira que o primeiro
termo nos da´ um processo pelo qual o oscilador mecaˆnico perde dois foˆnons e o segundo e
terceiro termos preservam o nu´mero de foˆnons. Se nm = 0, a equac¸a˜o (3.32) descreve uma
dinaˆmica na qual o oscilador mecaˆnico perde foˆnons, tanto para o reservato´rio real quanto
para o reservato´rio estruturado. Decorre deste fato que o estado estaciona´rio do oscilador
mecaˆnico e´ o estado de va´cuo, e por isso g(2)(0) diverge quanto r → 0. Mas se nm 6= 0,
no´s adicionamos um processo no qual o oscilador mecaˆnico ganha foˆnons do reservato´rio
real, e o estado estaciona´rio na˜o e´ mais o estado de va´cuo. Em particular, o processo pelo
qual o oscilador mecaˆnico perde dois foˆnons acaba por levar o sistema a um estado que e´
bem aproximado por uma mistura dos estados |na = 0, nb = 0〉 e |na = 0, nb = 1〉, o qual
tem a estat´ıstica sub-Poissoniana observada. Em [44] os autores usaram uma equac¸a˜o de
taxa para explicar este fenoˆmeno quando r = 0. Para valores suficientemente grandes
do paraˆmetro r, um processo que cria dois foˆnons se torna relevante, o que acaba por
deteriorar a estat´ıstica sub-Poissoniana.
Como discutido na sec¸a˜o anterior, os resultados apresentados aqui supo˜em que os
termos na˜o ressonantes do Hamiltoniano (3.25) teˆm efeito marginal na dinaˆmica do sis-
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Figura 3.6: Compressa˜o da quadratura Xˆ1 em func¸a˜o de κt para r = 1 e diferentes valores
de Ωm/κ. O estado inicial do sistema e´ |na = 0, nb = 0〉. Na curva azul, no´s temos o
resultado obtido quando os termos na˜o ressonantes sa˜o desprezados (Ωm/κ → ∞). Nas
curvas vermelha, verde e turquesa os termos na˜o ressonantes sa˜o mantidos: Ωm/κ = 100
na curva vermelha, Ωm/κ = 200 na curva verde, e Ωm/κ = 400 na curva turquesa. Na
curva tracejada preta, foi simulada a dinaˆmica na˜o linear do sistema aqui estudado para
Ωm/κ = 100. Os demais paraˆmetros sa˜o: g
(2)
0 = 0, 002κ, G− = 0, 01κ, γ = 10
−5κ, e
nm = 0.
tema e podem ser desprezados. De maneira gene´rica, esta aproximac¸a˜o e´ va´lida sempre
que κ  Ωm. Para muitos sistemas optomecaˆnicos, e´ suficiente que Ωm/κ ≈ 10 para
que termos na˜o ressonantes possam ser seguramente desprezados. Para o sistema aqui
estudado, contudo, os coeficientes dos termos na˜o ressonantes, que sa˜o proporcionais ao
nu´mero de fo´tons na cavidade o´tica, sa˜o em geral maiores que os coeficientes dos termos
ressonantes, que sa˜o proporcionais a` raiz quadrada do nu´mero de fo´tons na cavidade o´tica.
Isto faz com que valores maiores de Ωm/κ sejam necessa´rios para que os termos na˜o res-
sonantes possam ser seguramente desprezados. Para minimizar os efeitos dos termos na˜o
ressonantes, no´s optamos por bombear o modo o´tico com lasers relativamente fracos. Na
figura (3.6) no´s apresentamos os resultados para a compressa˜o da quadratura Xˆ1 quando
os termos na˜o ressonantes sa˜o mantidos, e comparamos estes resultados com o resultado
obtido quando estes termos sa˜o desprezados. Como podemos ver, devemos ter muita cau-
tela ao desprezar os termos na˜o ressonantes do Hamiltoniano no sistema estudado. De
fato, a curva azul na˜o e´ uma boa aproximac¸a˜o para as demais curvas em qualquer escala
de tempo. Por outro lado, quanto maior a raza˜o Ωm/κ, maior o intervalo de tempo onde
esta aproximac¸a˜o e´ va´lida. No´s verificamos tambe´m a validade da aproximac¸a˜o linear no
sistema estudado. A comparac¸a˜o entre a curva vermelha e a curva tracejada preta mostra
que a aproximac¸a˜o linear e´ de fato va´lida. E´ importante notar que para todos os valores
de Ωm/κ considerados na figura (3.6) foi observada a compressa˜o acima de 3 dB.
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Viabilidade experimental
Para discutir a viabilidade experimental do sistema aqui estudado, no´s vamos ana-
lisar os paraˆmetros de um sistema optomecaˆnico quadra´tico reportado em [86]: Ωm ≈
106Hz, κ ≈ 105Hz, γ ≈ 0, 1Hz, g(2)0 ≈ 10−4Hz, e a massa do oscilador mecaˆnico e´
m = 30ng. Para um laser com poteˆncia Pin = 5µW , o acoplamento optomecaˆnico e´
dado por g
(2)
0 α ≈ 0, 76Hz ≈ 10−5κ [76], que e´ muito menor que os valores utilizados aqui,
em torno de 10−2κ. Ale´m disso, a amplitude do campo o´tico neste experimento e´ muito
maior que o valor utilizado por no´s nos ca´lculos envolvendo os termos na˜o ressonantes.
Valores ta˜o altos fariam com que os termos na˜o ressonantes destru´ıssem por completo
a gerac¸a˜o de estados comprimidos. Uma poss´ıvel soluc¸a˜o seria aumentar g
(2)
0 cerca de
sete ordens de magnitude. Um aumento desta magnitude na˜o pode ser alcanc¸ado com a
tecnologia atual, mas e´ uma possibilidade em plataformas futuras. E´ importante observar
ainda que, embora o sistema reportado em [86] opere no regime de bandas resolvidas,
seria necessa´rio aumentar a raza˜o Ωm/κ em pelo menos uma ordem de magnitude. Ou-
tro ponto importante a ser analisado e´ a toleraˆncia do sistema estudado com respeito a
desvios da condic¸a˜o imposta sobre a amplitude αL,2, a qual e´ escolhida de tal forma que
na˜o exista termo proporcional a cos(2Ωmt) no Hamiltoniano (3.25). Naturalmente, em
uma situac¸a˜o realista, αL,2 na˜o satisfaz esta condic¸a˜o com precisa˜o infinita, e um termo
residual δ cos(2Ωmt) aparece no Hamiltoniano. Como consequeˆncia, pode ocorrer uma
instabilidade parame´trica no sistema. Para evitar a instabilidade parame´trica, a condic¸a˜o
γ > δ deve ser satisfeita. Desta maneira, desvios da ordem de 0, 05% implicam γ ≈ 10−5κ.
3.5 Conclusa˜o
Neste trabalho, no´s mostramos que a interac¸a˜o optomecaˆnica quadra´tica pode,
em princ´ıpio, ser utilizada para gerar estados comprimidos estaciona´rios do oscilador
mecaˆnico. De um ponto de vista experimental, entretanto, a gerac¸a˜o destes estados seria
dif´ıcil. A maior dificuldade estaria no fato de o acoplamento optomecaˆnico necessa´rio
para gerar estados comprimidos ser ordens de magnitude maior do que o acoplamento
reportado na literatura. Ale´m disso seria necessa´rio que a frequeˆncia mecaˆnica fosse no
mı´nimo duas ordens de grandeza maior que a taxa de dissipac¸a˜o no modo o´tico, o que
na˜o e´ uma condic¸a˜o facilmente satisfeita. Seria ainda necessa´rio um especial cuidado
para evitar que o sistema caia em um regime de dinaˆmica insta´vel. Devido a todas estas
dificuldades em uma poss´ıvel realizac¸a˜o experimental deste sistema, existem propostas
que encontram graus de compressa˜o semelhantes aos que aqui encontramos em condic¸o˜es
ideias, pore´m em sistemas cuja realizac¸a˜o experimental e´ mais fact´ıvel [55], tendo em vista
o atual grau de desenvolvimento experimental dos sistemas optomecaˆnicos quadra´ticos.
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Plataformas experimentais futuras poderiam, eventualmente, permitir que o sistema aqui
proposto possa ser implementado.
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Cap´ıtulo 4
Desordem e localizac¸a˜o em redes
optomecaˆnicas
A maioria dos estudos sobre sistemas optomecaˆnicos trata de sistemas compostos
por apenas um modo o´tico e um modo mecaˆnico. Entretanto, recentes avanc¸os no design
e na fabricac¸a˜o de sistemas optomecaˆnicos fomentaram o estudo das chamadas redes
optomecaˆnicas: arranjos espacialmente ordenados de inu´meros modos o´ticos e mecaˆnicos.
As redes optomecaˆnicas teˆm potencial para serem plataformas extremamente versa´teis,
permitindo o estudo de um grande e variado nu´mero de fenoˆmenos, dentre eles a dinaˆmica
quaˆntica de muitos corpos de foˆnons e fo´tons [56], sincronizac¸a˜o e formac¸a˜o de padro˜es em
redes optomecaˆnicas no regime cla´ssico na˜o linear [110–112], interac¸o˜es de longo alcance
[92, 113, 114], transporte e estrutura de banda polaroˆnica [115, 116], campos magne´ticos
artificiais para fo´tons [117], e o transporte topologicamente protegido de luz e vibrac¸o˜es
mecaˆnicas [118]. O presente status da pesquisa experimental deste sistema tambe´m e´
animador: uma rede optomecaˆnica composta por sete microdiscos o´ticos ja´ foi fabricada
[119], e avanc¸os ainda mais nota´veis sa˜o esperados de implementac¸o˜es baseadas em cristais
optomecaˆnicos [14,120,122], devido a` possibilidade de produc¸a˜o em escala e a` flexibilidade
que os cristais optomecaˆnicos proporcionam.
Numa rede optomecaˆnica ideal, os paraˆmetros que caracterizam a rede (frequeˆncias,
constantes de acoplamento, constantes de dissipac¸a˜o, etc) sa˜o sime´tricos com respeito a
operac¸o˜es de translac¸a˜o. Logo, estes paraˆmetros teriam exatamente o mesmo valor em
todas as ce´lulas que compo˜em a rede optomecaˆnica. A este sistema ideal damos o nome
de rede optomecaˆnica ordenada. Contudo, impreciso˜es no processo de fabricac¸a˜o das
ce´lulas que compo˜em a rede optomecaˆnica sa˜o inevita´veis, o que faz com estas ce´lulas
na˜o sejam perfeitamente ideˆnticas. Como consequeˆncia, a simetria de translac¸a˜o da rede
optomecaˆnica e´ quebrada, e os paraˆmetros que caracterizam a rede optomecaˆnica flutuam
aleatoriamente em cada uma das ce´lulas que compo˜em a rede. Este sistema no´s chamamos
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rede optomecaˆnica desordenada.
Sistemas desordenados sa˜o um to´pico importante da mate´ria condensada, tendo sido
ativamente estudados pelo menos desde os anos 50 do se´culo passado. Os primeiros estu-
dos se debruc¸aram principalmente sobre o transporte eletroˆnico em cristais desordenados.
Nestes trabalhos, devido ao tratamento corpuscular dado ao ele´tron, os resultados mos-
traram que os ele´trons se movimentariam de maneira essencialmente difusiva. Pore´m, em
1958, Philip Anderson publicou um artigo [124] que revolucionou a pesquisa de sistemas
desordenados. Neste artigo, Anderson estudou a dinaˆmica quaˆntica de uma part´ıcula
em uma rede unidimensional desordenada, e mostrou que o transporte e´ interrompido
neste sistema. Mais especificamente, as func¸o˜es de onda do sistema concebido por Ander-
son sa˜o exponencialmente localizadas, apresentando uma dependeˆncia assinto´tica do tipo
exp(−x/λ). A escala de comprimento onde a localizac¸a˜o da func¸a˜o de onda se faz evidente
e´ dada pelo paraˆmetro λ, chamado de comprimento de localizac¸a˜o. O fenoˆmeno observado
por Anderson, chamado de localizac¸a˜o, e´ causado pela interfereˆncia entre componentes
espalhadas da func¸a˜o de onda, sendo portanto um fenoˆmeno ondulato´rio, ja´ tendo sido
investigado ou observado em sistemas fotoˆnicos [125–132], a´tomos frios [133, 134], ondas
acu´sticas [135], cadeias de junc¸o˜es de Josephson [136] e redes de nanoressonadores eletro-
mecaˆnicos [137].Como a localizac¸a˜o depende da capacidade das diferentes componentes de
onda de interferirem entre si, e´ crucial que a coereˆncia de fase seja mantida pela dinaˆmica,
do contra´rio a localizac¸a˜o e´ destru´ıda. Este e´ um dos motivos que tornam a localizac¸a˜o um
fenoˆmeno dif´ıcil de ser verificado experimentalmente. No caso da localizac¸a˜o de ele´trons,
a forte interac¸a˜o eletromagne´tica entre ele´trons torna a observac¸a˜o de localizac¸a˜o ainda
mais dif´ıcil 1 [138]. Por este motivo, o estudo da localizac¸a˜o em plataformas experimentais
diversas, onde a observac¸a˜o de localizac¸a˜o possa eventualmente ser mais fa´cil, e´ extrema-
mente importante. Em particular, sistemas o´ticos parecem ser bons candidatos, uma vez
que a coereˆncia de fase e´ mais facilmente mantida nestes sistemas, e ale´m disso, fo´tons na˜o
interagem entre si. Em contrapartida, sistemas o´ticos em geral apresentam altas taxas de
dissipac¸a˜o, o que muitas vezes mascara os efeitos da localizac¸a˜o.
Neste trabalho no´s vamos estudar a localizac¸a˜o em redes optomecaˆnicas. Redes
optomecaˆnicas teˆm grandes vantagens se comparadas a outras plataformas experimentais,
como por exemplo a possibilidade de se excitar modos o´ticos de forma controlada, ou a
facilidade em se realizar medic¸o˜es por meio da radiac¸a˜o emitida pelos modos o´ticos. Ale´m
disso, a interac¸a˜o entre espe´cies ta˜o distintas como fo´tons e foˆnons, e o alto grau de controle
proporcionado pela interac¸a˜o optomecaˆnica linear fazem da rede optomecaˆnica um sistema
u´nico. Como no´s mostraremos mais adiante, redes optomecaˆnicas nos permitem estudar
1O modelo proposto por Anderson e´ um modelo de uma part´ıcula, que tambe´m e´ va´lido para um
conjunto de part´ıculas na˜o interagentes. A presenc¸a de mais de um ele´tron e a consequente interac¸a˜o
eletromagne´tica entre eles muda drasticamente o cena´rio estudado por Anderson.
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aspectos da localizac¸a˜o de Anderson que sa˜o bastante desafiadores, seja de um ponto de
vista teo´rico ou experimental.
4.1 O sistema
Redes optomecaˆnicas consistem em um arranjo espacialmente ordenado de diversos
modos vibracionais o´ticos e mecaˆnicos, os quais interagem entre si via interac¸a˜o opto-
mecaˆnica. Modos o´ticos (ou mecaˆnicos) vizinhos podem trocar fo´tons (ou foˆnons) em
um processo ana´logo ao transporte eletroˆnico em cristais descrito pela aproximac¸a˜o de
tight biding : a superposic¸a˜o da parte evanescente das func¸o˜es de onda de modos vizi-
nhos permite que excitac¸o˜es transitem entre estes modos. A presenc¸a de uma interac¸a˜o
de tunelamento para fo´tons e foˆnons implica a existeˆncia de estruturas de banda o´tica e
mecaˆnica que interagem entre si (interac¸a˜o optomecaˆnica), tornando este sistema muito
mais versa´til do que um sistema optomecaˆnico simples. Neste trabalho, no´s estudaremos
uma rede optomecaˆnica unidimensional, onde cada ce´lula que compo˜e a rede e´ formada




Hˆop,j + Hˆt + Hˆκ + Hˆγ. (4.1)
Hˆop,j e´ o Hamiltoniano de um sistema optomecaˆnico convencional, com um modo o´tico e
um modo mecaˆnico, localizado na ce´lula j:
Hˆop,j/~ = ωj aˆ†j aˆj + Ωj bˆ
†









Os operadores aˆj e bˆj sa˜o os respectivos operadores bosoˆnicos de aniquilac¸a˜o dos modos
o´tico e mecaˆnico localizados na ce´lula j. O modo o´tico j possui frequeˆncia ωj e e´ bombeado
externamente por um campo cla´ssico cuja amplitude e frequeˆncia sa˜o αL e ωL. O modo
mecaˆnico j possui frequeˆncia Ωj e interage com o modo o´tico via uma constante de
acoplamento optomecaˆnico g0,j. O Hamiltoniano de tunelamento entre ce´lulas vizinhas,


















onde J e K sa˜o as respectivas constantes de tunelamento dos modos o´ticos e mecaˆnicos.
No´s supomos que o tunelamento de excitac¸o˜es se limita aos primeiros vizinhos. Dissipac¸a˜o
e´ introduzida no nosso modelo pelos Hamiltonianos Hˆκ e Hˆγ, sendo o primeiro responsa´vel
pela dissipac¸a˜o dos modos o´ticos e o segundo pela dissipac¸a˜o dos modos mecaˆnicos. As
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Figura 4.1: (a)Representac¸a˜o esquema´tica de uma rede optomecaˆnica. C´ırculos azuis
representam modos o´ticos, e c´ırculos laranjas representam modos mecaˆnicos. O raio de
cada c´ırculo e´ proporcional a` frequeˆncia do modo. (b) Poss´ıvel plataforma experimental
para redes optomecaˆnicas baseada em microdiscos. (c) Poss´ıvel plataforma experimental
para redes optomecaˆnicas baseada em cristais optomecaˆnicos.
constantes κ e γ sa˜o as respectivas constantes de dissipac¸a˜o dos modos o´ticos e mecaˆnicos.
Visando simplificar o Hamiltoniano (4.1), no´s iremos para um referencial que gira
com frequeˆncia ωL com respeito ao referencial inicial. No espac¸o de Hilbert no qual atuam
os operadores aqui mencionados, esta mudanc¸a de referencial se traduz na transformac¸a˜o





Uˆ †Hˆop,jUˆ/~ = H˜op,j/~ = −∆j aˆ†j aˆj + Ωj bˆ†j bˆj − g0,j aˆ†j aˆj(bˆ†j + bˆj) + iαL(aˆ†j − aˆj), (4.4)
onde ∆j = ωL − ωj. Observe que, em contraste com o Hamiltoniano original Hˆop,j, H˜op,j
na˜o depende explicitamente do tempo. Ale´m disso, suporemos g0,j pequeno se compa-
rado a` constante de dissipac¸a˜o o´tica κ. Isto garante, como discutido no cap´ıtulo 1 desta
tese, que a dinaˆmica do sistema e´ bem aproximada pela dinaˆmica linear de pequenas
flutuac¸o˜es em torno de soluc¸o˜es estaciona´rias cla´ssicas. Como de praxe, utilizaremos o
ansatz aˆj = αj + δaˆj e bˆj = βj + δbˆj, onde αj e βj sa˜o as soluc¸o˜es estaciona´rias cla´ssicas
do Hamiltoniano (4.1), e δaˆj e δbˆj sa˜o pequenas flutuac¸o˜es em torno de αj e βj, respec-
tivamente. O ca´lculo de αj e βj em uma rede optomecaˆnica desordenada e´ uma tarefa
bastante na˜o trivial no caso geral, pore´m e´ poss´ıvel resolver este problema perturbativa-
mente se algumas condic¸o˜es na˜o muito restritivas forem satisfeitas. No Apeˆndice I no´s
mostramos como calcular αj e βj e discutimos em detalhe estas condic¸o˜es. Substituindo
o ansatz no Hamiltoniano (4.1), obtemos
H˜op,j = −
(



















Os Hamiltonianos Hˆt, Hˆκ e Hˆγ se manteˆm formalmente inalterados, ressalvado que os
operadores aˆj e bˆj sa˜o substitu´ıdos pelos operadores δaˆj e δbˆj. Assim como no caso de um
sistema optomecaˆnico convencional, com apenas um modo o´tico e um modo mecaˆnico, no´s
desprezaremos os termos na˜o lineares. Os argumentos que justificam esta aproximac¸a˜o
sa˜o exatamente os mesmo que foram utilizados no primeiro cap´ıtulo desta tese. Ao fim,
temos um Hamiltoniano linear nos operadores δaˆj e δbˆj. Por convenieˆncia usaremos
aˆj e bˆj para designar os operadores δaˆj e δbˆj deste ponto em diante. Ale´m disso, no´s
substituiremos o termo ∆j + g0,j(βj + β
∗
j ) por apenas ∆j. Isto na˜o quer dizer que a
renormalizac¸a˜o das frequeˆncias o´ticas foi desprezada (embora esta seja uma aproximac¸a˜o
muito razoa´vel), mas apenas que ela foi inclu´ıda na definic¸a˜o de ∆j. Frisamos mais uma
vez que as transformac¸o˜es operadas no Hamiltoniano (4.1) na˜o modificam formalmente
os Hamiltonianos Hˆt, Hˆκ e Hˆγ.
Como dito na introduc¸a˜o deste cap´ıtulo, idealmente uma rede optomecaˆnica teria
algum tipo de simetria de translac¸a˜o determinado pelo Hamiltoniano Hˆt, e, naturalmente,
os paraˆmetros f´ısicos de cada ce´lula (frequeˆncias, constantes de tunelamento, constante de
acoplamento optomecaˆnico e constantes de dissipac¸a˜o) teriam a mesma simetria. No en-
tanto, impreciso˜es na fabricac¸a˜o das ce´lulas optomecaˆnicas fazem com que os paraˆmetros
f´ısicos sejam diferentes em cada ce´lula. E´ isto o que chamamos desordem em redes op-
tomecaˆnicas. Em princ´ıpio, a desordem afetaria todos os paraˆmetros f´ısicos mencionados
com variac¸o˜es relativas dos valores ideais da ordem de 1%, de acordo com os experimen-
tos [123], podendo ser reduzidas em ate´ duas ordens de magnitude por meio de te´cnicas
de po´s-fabricac¸a˜o [143]. Na˜o se espera, no entanto, que a dinaˆmica de uma rede opto-
mecaˆnica seja igualmente afetada pela desordem nos diversos paraˆmetros de uma rede
optomecaˆnica. As frequeˆncias o´ticas ωj por exemplo, sa˜o muito maiores que todos os
demais paraˆmetros, o que torna a desordem neste paraˆmetro (1% de ωj) muito maior que
a desordem nos demais paraˆmetros. Pore´m, a dinaˆmica linear de uma rede optomecaˆnica
depende de ∆j = ωL−ωj, que e´ muito menor que ωj. Isto faz com que a desordem relativa
de ∆j seja muito maior que a desordem relativa de ωj, o que certamente sera´ bastante
relevante para a dinaˆmica da rede optomecaˆnica. Ale´m da desordem nas frequeˆncias,
espera-se que a desordem na constante de acoplamento optomecaˆnico linear gj = g0,jαj
tambe´m seja relevante. Isto porque tanto g0,j quanto αj sa˜o desordenados. O primeiro
tem uma desordem intr´ınseca da ordem de 1% do seu valor me´dio, ja´ o segundo e´ desor-
denado pois as frequeˆncias sa˜o desordenadas 2. Consequentemente, gj sera´ desordenado e
o seu grau de desordem sera´ tipicamente maior que 1%. Pelos motivos expostos, apenas
a desordem nas frequeˆncias e a desordem no acoplamento optomecaˆnico linear sera˜o con-
2Lembre-se que αj nada mais e´ que a raiz quadrada do nu´mero me´dio de fo´tons no modo o´tico j. A
desordem em ωj induzira´ desordem em αj .
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sideradas neste trabalho. Mais especificamente, num primeiro momento consideraremos
apenas a desordem nas frequeˆncias, para depois analisar a desordem no acoplamento op-
tomecaˆnico. Sobre este primeiro cena´rio, onde a desordem no acoplamento optomecaˆnico
linear sera´ desprezada, alguns comenta´rios precisam ser feitos. Como dito acima, a desor-
dem no acoplamento optomecaˆnico linear gj = g0,jαj se deve a dois fatores: a desordem
intr´ınseca de g0,j, e a desordem induzida em αj, que decorre da desordem nas frequeˆncias.
Embora possamos considerar uma situac¸a˜o em que a desordem intr´ınseca e´ muito pe-
quena e pode ser desprezada, e´ um tanto quanto artificial considerar uma situac¸a˜o em
que exista desordem nas frequeˆncias mas na˜o exista desordem em αj. Em nossa defesa,
consideramos o estudo de um sistema com a desordem unicamente nas frequeˆncias apenas
como um primeiro passo no sentido de um entendimento da dinaˆmica e das propriedades
de transporte da rede optomecaˆnica, para apenas depois considerarmos a situac¸a˜o mais
plaus´ıvel em que a desordem nas frequeˆncias e no acoplamento optomecaˆnico linear sa˜o
levadas em considerac¸a˜o. Nesta situac¸a˜o excepcional, o Hamiltoniano (4.5) e´ dado por
H˜op,j/~ = −∆j aˆ†j aˆj + Ωj bˆ†j bˆj − g(aˆ†j + aˆj)(bˆ†j + bˆj), (4.6)
onde g = g0α. O grau de desordem das frequeˆncias ∆j e Ωj e´ medido pelo desvio padra˜o
das mesmas, δop e δm, respectivamente. No restante do trabalho, usamos a notac¸a˜o
simplificada ∆ para nos referirmos a 〈∆j〉d, e Ωm para nos referirmos a 〈Ωj〉d, onde 〈a〉d
designa a me´dia da varia´vel aleato´ria a tomada com respeito a` desordem. Para a me´dia
quaˆntica de um operador aˆ, e´ reservada a notac¸a˜o 〈aˆ〉.
4.2 Desordem e localizac¸a˜o no modelo de Anderson
Antes de comec¸ar o estudo das redes optomecaˆnicas, vamos primeiramente conside-
rar o problema do transporte na mecaˆnica quaˆntica. Consideremos um problema unidi-
mensional onde uma part´ıcula se desloca no espac¸o sujeita a um potencial aleato´rio, como
na figura 4.2. Seria a part´ıcula capaz de chegar em x2 tendo sa´ıdo de x1? Classicamente,
este e´ um problema bastante simples. Se a energia E da part´ıcula for maior que Vmax, a
resposta e´ positiva, se E for menor ou igual que Vmax a resposta e´ negativa. Ja´ no caso
quaˆntico, esta questa˜o na˜o e´ ta˜o facilmente respondida. Primeiramente vamos lembrar
que, independentemente da relac¸a˜o entre a energia da part´ıcula (ou a energia me´dia da
part´ıcula) e o valor ma´ximo do potencial Vmax, existira´ sempre uma probabilidade de que
a part´ıcula seja transmitida e uma probabilidade de que a part´ıcula seja espalhada. Ale´m
disso, o movimento da part´ıcula no caso quaˆntico e´ consideravelmente mais complexo,
uma vez que se entendermos o deslocamento da part´ıcula entre x1 e x2 como uma se´rie de
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Figura 4.2: Uma part´ıcula com momento ~p sujeita a um potencial aleato´rio V (x).
deslocamentos infinitesimais dx, ao final de cada um destes deslocamentos infinitesimais a
func¸a˜o de onda inicial sera´ substitu´ıda por uma onda transmitida e uma onda espalhada.
Na˜o bastasse isso, havera´ interfereˆncia entre as ondas transmitidas e espalhadas nos di-
versos pontos do trajeto entre x1 e x2. Podemos concluir, portanto, que a probabilidade
de transmissa˜o da part´ıcula do ponto x1 ate´ o ponto x2 depende de maneira bastante na˜o
trivial do potencial V (x) entre os pontos x1 e x2, e a possibilidade de interfereˆncia entre
as diversas ondas espalhada e transmitidas pode levar a resultados inesperados.
Com o propo´sito de estudar este problema, o f´ısico Philip Anderson propoˆs em 1958 o
que hoje e´ o chamado “modelo de Anderson”. O modelo de Anderson foi originariamente
concebido como um modelo para uma part´ıcula em uma rede unidimensional onde a
energia de cada ce´lula que compo˜e a rede e´ aleato´ria. Tal rede permite que a part´ıcula
transite entre as diversas ce´lulas por meio de tunelamento entre primeiros vizinhos. O













As frequeˆncias ωj sa˜o nu´meros aleato´rios independentes cujas distribuic¸o˜es de probabili-
dade sa˜o uniformemente distribu´ıdas no intervalo [−W/2,W/2]. O paraˆmetro W nos da´
uma medida do grau de desordem do sistema. Anderson mostrou que na˜o e´ observada
difusa˜o neste sistema, ou seja, a part´ıcula fica restrita a uma regia˜o da rede [124]. Mais
que isso, os autoestados do modelo de Anderson sa˜o exponencialmente localizados [139],




ψ(x) = f(x) exp(−x/λ). (4.8)
O paraˆmetro λ e´ chamado comprimento de localizac¸a˜o, e define a escala de comprimento
relevante para que a localizac¸a˜o de Anderson se manifeste, i.e. o transporte no modelo
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de Anderson fica restrito a distaˆncias da ordem de λ. Naturalmente, a importaˆncia do
comprimento de localizac¸a˜o λ torna deseja´vel o desenvolvimento de algum me´todo para
calcula´-lo. A definic¸a˜o de λ dada pela equac¸a˜o(4.8) na˜o e´ conveniente para fins de ca´lculo,
pore´m uma definic¸a˜o mais conveniente pode ser encontrada em termos do operador de
Green retardado no espac¸o de energia, Gˆ+(E) = (E − Hˆ)−1 [141]. O comprimento de





ln t(r, r′, E)
2|r− r′| , t(r, r
′, E) = |〈r|Gˆ+(E)|r′〉|2. (4.9)
Pela definic¸a˜o da func¸a˜o de Green, 〈r|Gˆ+(t)|r′〉 e´ a func¸a˜o de onda que resulta da evoluc¸a˜o
da func¸a˜o de onda inicial ψ(r, t = 0) = δ(r − r′), ou seja, uma part´ıcula inicialmente lo-
calizada em r′ 3. 〈r|Gˆ+(E)|r′〉 e´ simplesmente a transformada de Fourier desta func¸a˜o de
onda. Logo, |〈r|Gˆ+(E)|r′〉|2 e´ a probabilidade de uma part´ıcula se propagar de r′ para r
com energia E. Em sistemas desordenados, essa probabilidade decai exponencialmente,
o que justifica a expressa˜o (4.9). Entretanto, o ca´lculo de λ usando a equac¸a˜o (4.9) ainda
parece ser algo bastante complexo, quic¸a´ invia´vel, ja´ que para calcular λ precisamos calcu-
lar o operador retardado de Green Gˆ+(E) para redes muito grandes. O ca´lculo de Gˆ+(E)
envolve a inversa˜o da matriz Hamiltoniana, uma operac¸a˜o com um custo computacional
elevado e que certamente impora´ severos limites no nu´mero de ce´lulas do modelo de An-
derson que seremos capazes de simular. Felizmente uma estrate´gia para o ca´lculo de λ foi
elaborada em [140,141], dentre outros artigos, na qual o fato de a equac¸a˜o(4.9) depender
de elementos espec´ıficos do operador de Green, 〈r|Gˆ+(E)|r′〉, e na˜o de todos os elementos
deste operador, e´ utilizado em um eficiente algoritmo para calcular λ, baseado na equac¸a˜o
de Dyson. Este e´ o me´todo que discutiremos a seguir.
Me´todo de Green
Suponha um sistema gene´rico cujo operador de Green retardado gˆ(E) = (E −H)−1
e´ conhecido. Suponha ainda que uma perturbac¸a˜o Vˆ passe a atuar neste sistema. O
operador de Green retardado na presenc¸a da perturbac¸a˜o, Gˆ(E), pode ser calculado a
partir a seguinte equac¸a˜o:
Gˆ = gˆ + gˆVˆ Gˆ, (4.10)
conhecida como a equac¸a˜o de Dyson [142].
Agora vamos considerar a situac¸a˜o na qual temos uma rede unidimensional com n
ce´lulas e uma ce´lula adicional que na˜o esta´ acoplada a` rede, como na figura 4.3a. Ao
operador de Green deste sistema, o qual conhecemos a priori, chamamos gˆ. A partir de
3Mais especificamente, a part´ıcula e´ criada em t = 0 na posic¸a˜o r′. A func¸a˜o de onda e´ zero para
t < 0.
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Figura 4.3: Esquema do me´todo iterativo utilizado para calcular G1,n para grandes redes.
Em (a), temos a situac¸a˜o inicial: uma rede com n ce´lulas e 1 ce´lula isolada. Em (b), a
ce´lula antes isolada e´ acoplada a` rede por um potencial perturbador Vˆ .
um dado instante, uma perturbac¸a˜o Vˆ atua sobre esse sistema acoplando a ce´lula isolada
a` rede, como na figura 4.3b. Ao operador de Green deste sistema perturbado, chamamos
Gˆ. A partir da equac¸a˜o de Dyson, chegamos a`s seguintes equac¸o˜es:
G1,n+1 = g1,nVn,n+1Gn+1,n+1, (4.11)
Gn+1,n+1 = gn+1,n+1 + gn+1,n+1Vn+1,nGn,n+1, (4.12)
Gn,n+1 = gn,nVn,n+1Gn+1,n+1, (4.13)
onde An,m = 〈n|Aˆ|m〉 e´ um elemento do operador Aˆ, sendo |n〉 e |m〉 vetores do espac¸o
de Hilbert relacionados a`s ce´lulas n e m da rede. Para obter as equac¸o˜es (4.11-4.13), e´
importante lembrar que a perturbac¸a˜o Vˆ conecta apenas a ce´lula n a` ce´lula n + 1, logo
qualquer elemento de Vˆ que na˜o seja Vn+1,n ou Vn,n+1 e´ nulo. Das equac¸o˜es (4.12) e (4.13)
obtemos
Gn+1,n+1 = (1− gn+1,n+1Vn+1,ngn,nVn,n+1)−1gn+1,n+1, (4.14)
onde 1 e´ o operador identidade. Substituindo-se a equac¸a˜o(4.14) na equac¸a˜o(4.11), no´s
finalmente obtemos
G1,n+1 = g1,nVn,n+1(1− gn+1,n+1Vn+1,ngn,nVn,n+1)−1gn+1,n+1. (4.15)
Observe que G1,n+1 e´ o elemento do operador de Green que precisamos para calcular
o comprimento de localizac¸a˜o na equac¸a˜o (4.9). Uma vez calculado G1,n+1, podemos
calcular Gn+1,n+1 usando as equac¸o˜es (4.12) e (4.13), e o procedimento pode ser repe-
tido, adicionando mais uma ce´lula a` rede. De fato, este procedimento pode ser repetido
inu´meras vezes, ate´ que tenhamos uma rede suficientemente grande. Note que o grande
trunfo desta abordagem e´ calcular apenas o elemento do operador de Green do qual de-
pende a equac¸a˜o (4.9), e na˜o todo o operador de Green. Isto diminui enormemente os
custos computacionais deste ca´lculo.
Dado que G1,n+1 decai exponencialmente com n, e´ conveniente que este seja nor-
malizado periodicamente no curso das iterac¸o˜es, do contra´rio perdemos muita precisa˜o
nume´rica depois de alguns poucos milhares de iterac¸o˜es. Assim, sempre que n e´ mu´ltiplo
de um inteiro p arbitrariamente escolhido, G1n e´ normalizado por bk = ||G1n||, onde
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k = n/p, e ||G1n|| e´ a norma de G1n. O comprimento de localizac¸a˜o e´ dado por
λ = −n/c, (4.16)
onde c =
∑














Nos resultados aqui mostrados, os ca´lculos foram interrompidos sempre que δ/
√
kmax fosse
menor que um valor estipulado, em geral algo em torno de 0, 01.
4.2.1 Desordem e localizac¸a˜o em uma rede optomecaˆnica
Vamos agora discutir a aplicac¸a˜o dos me´todos apresentados ao estudo da desordem
e da localizac¸a˜o em redes optomecaˆnicas.
O me´todo de Green
Como salta aos olhos, o modelo de Anderson, descrito pelo Hamiltoniano (4.7),
guarda muita semelhanc¸a com o Hamiltoniano de uma rede optomecaˆnica. Entretanto,
o acoplamento optomecaˆnico confere uma diferenc¸a crucial entre os dois modelos: em
uma rede optomecaˆnica, o nu´mero de excitac¸o˜es na˜o se conserva. Isso impede que uma
rede optomecaˆnica seja descrita por uma func¸a˜o de onda cuja u´nica dependeˆncia seja a
posic¸a˜o das ce´lulas que compo˜em a rede optomecaˆnica. Consequentemente, na˜o e´ poss´ıvel
definir um comprimento de localizac¸a˜o para uma rede optomecaˆnica da maneira como
definimos para o modelo de Anderson, na equac¸a˜o (4.8). Para contornar este problema,
no´s resolvemos voltar os olhos para o operador de Green da rede optomecaˆnica. Mais
especificamente, estamos interessados no operador de Green associado a`s equac¸o˜es de
Heisenberg da rede optomecaˆnica (por ora vamos considerar que a rede optomecaˆnica
na˜o apresenta dissipac¸a˜o), o qual e´ uma matriz com 16n2 elementos no caso de uma rede
optomecaˆnica com n ce´lulas. O operador de Green pode ser definido em termos de suas
submatrizes
G+j,j′(t, t
′) = iθ(t− t′)〈Cˆj(t)⊗ Cˆ†j′(t′)− Cˆ∗j′(t′)⊗ CˆTj (t)〉, (4.18)
onde CˆTj = {aˆj, aˆ†j, bˆj, bˆ†j}. G+j,j′(t, t′) e´ ,portanto, uma matriz 4×4. Como o Hamiltoniano
na˜o depende explicitamente do tempo, G+j,j′(t, t
′) = G+j,j′(|t − t′|), e G+j,j′(E) pode ser
obtido a partir da transformada de Fourier de G+j,j′(t, t
′).
Visando aproximar a nossa abordagem do que foi feito para o modelo de Anderson,
definiremos o comprimento de localizac¸a˜o λ de uma rede optomecaˆnica a partir da taxa
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de decaimento da submatriz G+1,n(E), que relaciona a primeira e a u´ltima ce´lula da rede
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Note que, no limite em que a constante optomecaˆnica g tende a zero, a equac¸a˜o (4.19)
converge para a equac¸a˜o (4.9).
Uma vez que ja´ sabemos como calcular o comprimento de localizac¸a˜o λ a partir
da matriz de Green G+1,n(E), precisamos de um me´todo eficiente que nos permita cal-
cular G+1,n(E) para redes optomecaˆnicas grandes (n → ∞). Felizmente, podemos usar
um racioc´ınio bastante pro´ximo ao desenvolvido para calcular 〈r|Gˆ+(E)|r′〉 na equac¸a˜o
(4.9). Consideramos inicialmente um sistema composto por n+ 1 ce´lulas optomecaˆnicas:
n ce´lulas esta˜o acopladas entre si, formando uma rede optomecaˆnica, e 1 ce´lula perma-
nece isolada das demais. As equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg deste sistema podem ser
facilmente encontradas e sa˜o dadas por
d
dt
~v = M~v + ~vin, (4.20)
onde ~v = {aˆ1, aˆ†1, bˆ1, bˆ†1, . . . , aˆn+1, aˆ†n+1, bˆn+1, bˆ†n+1}, ~vin e´ um vetor que representa o ru´ıdo
introduzido na dinaˆmica por meio da interac¸a˜o com o ambiente, e M e´ uma matriz de
dimensa˜o 4(n+ 1)× 4(n+ 1). O operador de Green retardado associado a estas equac¸o˜es
e´ gˆ(E) = (E − Mˆ)−1. Posteriormente, a ce´lula que inicialmente estava isolada da rede
optomecaˆnica e´ acoplada a esta por uma interac¸a˜o de tunelamento, formando uma rede
optomecaˆnica com n + 1 ce´lulas. O potencial Vˆ que acopla a ce´lula antes isolada a` rede
optomecaˆnica e´ tratado como uma perturbac¸a˜o e o operador de Green retardado associado
a`s equac¸o˜es de Langevin-Heisenberg deste novo sistema e´ Gˆ. O operador Gˆ relaciona-se
com o operador gˆ pela equac¸a˜o de Dyson (4.10), e podemos chegar nas mesmas equac¸o˜es
(4.11-4.13) para a rede optomecaˆnica por meio de manipulac¸o˜es totalmente ana´logas. A
u´nica diferenc¸a entre as equac¸o˜es obtidas para uma rede optomecaˆnica e as equac¸o˜es
obtidas para o modelo de Anderson esta´ no fato de que V , G1,n, Gn,n, e todas as demais
varia´veis sa˜o matrizes 4× 4 no caso de uma rede optomecaˆnica, enquanto para o modelo
de Anderson unidimensional estes eram apenas nu´meros complexos.




Ale´m do me´todo do operador de Green, discutido acima, no´s desenvolvemos tambe´m
um me´todo alternativo para que os resultados pudessem ser comparados. O me´todo em
questa˜o se utiliza dos modos normais de oscilac¸a˜o do Hamiltoniano (4.1) para estimar
o comprimento de localizac¸a˜o. Uma vez que este me´todo se baseia na decomposic¸a˜o do
Hamiltoniano original (4.1) em modos normais, ou seja, no mapeamento dos osciladores
o´ticos e mecaˆnicos que compo˜em o sistema original em um novo conjunto de osciladores
independentes, este me´todo na˜o e´ adequado para situac¸o˜es em que haja dissipac¸a˜o ou
situac¸o˜es em que a dinaˆmica do sistema seja insta´vel, uma vez que nestes casos e´ imposs´ıvel
encontrar uma transformac¸a˜o canoˆnica que diagonalize o Hamiltoniano e ao mesmo tempo
preserve as relac¸o˜es de comutac¸a˜o.
A maneira mais simples de se obter os modos normais do Hamiltoniano (4.1) e´
diagonalizando-se as equac¸o˜es de Heisenberg do sistema. Na auseˆncia de dissipac¸a˜o ou
dinaˆmica insta´vel, os autovetores encontrados sa˜o os modos normais de vibrac¸a˜o do sis-
tema, e as caracter´ısticas destes modos normais podem ser estudadas de maneira bastante
intuitiva. No´s designaremos os autovalores e autovetores das equac¸o˜es de Heisenberg por




us,j aˆj + vs,j aˆ
†
j + ws,j bˆj + zs,j bˆ
†
j, (4.21)
onde 0 ≤ s ≤ 2N . Note que, devido a` estrutura das equac¸o˜es de Heisenberg de uma





formam um par autovalor/autovetor. Consequentemente, a matriz de transformac¸a˜o que








onde as submatrizes U , W , V e Z teˆm dimenso˜es N × 2N . Como dito anteriormente,
na auseˆncia de dissipac¸a˜o e no caso de uma dinaˆmica esta´vel (isto e´, todos os autovalores
s sa˜o imagina´rios puros), a operac¸a˜o de diagonalizac¸a˜o representa uma transformac¸a˜o
canoˆnica que mapeia os “osciladores” originais que compo˜em a rede optomecaˆnica em
um conjunto de 2N osciladores independentes. Assim, os operadores cˆs representam




δs,s′ . Tal relac¸a˜o impo˜e a seguinte condic¸a˜o sobre os coeficientes da matriz T ,
N∑
j=1
|uj,s|2 − |vj,s|2 + |wj,s|2 − |zj,s|2 = 1. (4.23)
A partir da equac¸a˜o (4.23) podemos encontrar a matriz inversa de T ,
T−1 =
[
U † W † −V † −Z†
−V T −ZT UT W T
]
, (4.24)





u∗j,scˆs − vj,scˆ†s, bˆj =
2N∑
s=1
w∗j,scˆs − zj,scˆ†s. (4.25)











Devido a` natureza da interac¸a˜o optomecaˆnica, que conte´m tanto termos do tipo
(aˆ†j bˆj + aˆj bˆ
†




j), os operadores cˆs mesclam tanto opera-
dores de aniquilac¸a˜o quanto operadores de criac¸a˜o na sua definic¸a˜o. Como consequeˆncia,
o estado de va´cuo |0〉 associado aos operadores aˆj e bˆj na˜o e´ o estado de va´cuo dos opera-
dores cˆs, o que pode ser verificado facilmente. O estado de va´cuo dos operadores cˆs, que
chamaremos |0〉s, pode ser encontrado da seguinte maneira,
aˆj|0〉 = 0
Uˆ aˆjUˆ
−1Uˆ |0〉 = 0 (4.27)
cˆs|0〉s = 0 (4.28)
onde Uˆ e´ o operador (associado a` matriz T ) no espac¸o de Hilbert que realiza a trans-
formac¸a˜o canoˆnica no Hamiltoniano (4.1). Logo |0〉s = Uˆ |0〉 e´ o va´cuo dos operadores
de aniquilac¸a˜o cˆs, o qual chamaremos de va´cuo de Bogoliubov, devido a` semelhanc¸a da
transformac¸a˜o canoˆnica efetuada com a transformac¸a˜o de Bogoliubov.
Supondo que um dado modo s foi excitado, isto e´, que o estado do sistema e´ cˆ†s|0〉s,
o nu´mero me´dio de excitac¸o˜es em uma dada ce´lula j e´ dado por
s〈0|cˆsnˆj cˆ†s|0〉s = |uj,s|2 + |vj,s|2 + |wj,s|2 + |zj,s|2, (4.29)
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onde nˆj = aˆ
†
j aˆj + bˆ
†
j bˆj. Se os autoestados de uma rede optomecaˆnica desordenada sa˜o
exponencialmente localizados no espac¸o, enta˜o
s〈0|cˆsnˆj cˆ†s|0〉s = f(xj)e−2xj/λ,
logs〈0|cˆsnˆj cˆ†s|0〉s = −
2
λ
xj + log f(xj). (4.30)
Para xj  0, logs〈0|cˆsnˆj cˆ†s|0〉s ≈ − 2λxj, uma vez que espera-se que f(xj) seja uma func¸a˜o
limitada. Desta maneira, podemos estimar o comprimento de localizac¸a˜o λ de um dado
modo s de uma rede optomecaˆnica com muitas ce´lulas (na λ, onde a e´ o paraˆmetro da
rede optomecaˆnica) por meio de um ajuste linear de logs〈0|cˆsnˆj cˆ†s|0〉s. Este me´todo, que
chamaremos me´todo dos autovetores, tem a vantagem de ser bastante intuitivo, pore´m
tem se´rias limitac¸o˜es no que diz respeito ao tamanho do sistema que pode ser simulado.
Em geral, um computador com algo em torno de 6 Gigabytes de memo´ria RAM consegue
simular apenas redes com alguns poucos milhares de ce´lulas. Ale´m disso, como dito
anteriormente, este me´todo na˜o permite o ca´lculo do comprimento de localizac¸a˜o em
redes optomecaˆnicas que apresentem dissipac¸a˜o5 ou dinaˆmica insta´vel.
4.3 Resultados
Com o intuito de facilitar o entendimento da f´ısica por tra´s dos resultados aqui discu-
tidos, no´s optamos por exibir inicialmente os resultados obtidos na auseˆncia de dissipac¸a˜o
e na auseˆncia de desordem no acoplamento optomecaˆnico linear. Nestas circunstaˆncias o
problema e´ mais simples de um ponto de vista teo´rico, e comparac¸o˜es com o modelo de
Anderson podem ser feitas mais facilmente. Ale´m disso, a auseˆncia de dissipac¸a˜o permite
que os resultados obtidos via me´todo de Green possam ser comparados com os resultados
obtidos via me´todo dos autovetores. Apenas depois de discutido este cena´rio mais simples
no´s consideraremos os efeitos da dissipac¸a˜o e da desordem no acoplamento optomecaˆnico
linear.
Vamos primeiramente considerar a situac¸a˜o mais simples, na qual temos uma rede
optomecaˆnica cujo acoplamento optomecaˆnico e´ zero. Em outras palavras, temos o modelo
de Anderson com dois canais de transporte: o canal o´tico e o canal mecaˆnico, que se
diferenciam principalmente pelo fato de a constante de tunelamento o´tico J ser muito
maior que a constante de tunelamento mecaˆnico K, o que faz com que a largura de banda
o´tica seja muito maior que a largura de banda mecaˆnica. A figura 4.4 traz o comprimento
de localizac¸a˜o λ do canal o´tico e do canal mecaˆnico. Obviamente, os resultados sa˜o os
5Para ser mais preciso, seria poss´ıvel simular uma rede optomecaˆnica na qual as contantes de dissipac¸a˜o
o´tica e mecaˆnica fossem iguais. Pore´m, em geral estas constantes possuem valores muito distintos em
realizac¸o˜es experimentais de sistemas optomecaˆnicos.
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mesmos obtidos para o modelo de Anderson, e o fato da curva mecaˆnica estar contida
em um intervalo muito menor apenas reflete a diferenc¸a de tamanho entre a largura
de banda o´tica e a largura de banda mecaˆnica. Esta diferenc¸a de magnitude entre as
larguras de banda o´tica e mecaˆnica tera´ consequeˆncias importantes quando o acoplamento
optomecaˆnico for considerado. Observe que ale´m das curvas obtidas via me´todo de Green,
temos tambe´m pontos que foram obtidos via me´todo dos autovetores. Os resultados
obtidos por meio do me´todo de Green e os resultados obtidos por meio do me´todo dos
autovetores mostram grande concordaˆncia.
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Figura 4.4: Comprimento de localizac¸a˜o λ de uma rede optomecaˆnica cujo acoplamento
optomecaˆnico e´ g = 0. A figura (b) e´ apenas um zoom da figura (a) na regia˜o onde se
encontra a banda mecaˆnica. As curvas foram obtidas pelo me´todo de Green com uma
acura´cia de 0, 5%. Os pontos foram obtidos pelo o me´todo dos autovetores, onde 100 re-
alizac¸o˜es de desordem de uma rede optomecaˆnica com 1000 ce´lulas foram diagonalizadas
numericamente, e os 2× 105 autoestados resultantes tiveram seus comprimentos de loca-
lizac¸a˜o calculados. Os autovetores foram divididos em pequenos intervalos de energia, de
acordo com os autovalores associados, e os pontos e barras representam, respectivamente,
a me´dia e o desvio padra˜o dos comprimentos de localizac¸a˜o dos autoestados localizados
em cada intervalo. Note que as barras na˜o representam erros. A linha cinza e os pontos
azuis representam o canal o´tico e a linha vermelha e os pontos verdes o canal mecaˆnico. Os
demais paraˆmetros sa˜o: ∆ = −Ωm, J = δop = 0, 1Ωm, K = δm = 0, 001Ωm, e κ = γ = 0.
Vamos agora considerar uma rede optomecaˆnica em que os modos o´ticos e mecaˆnicos
interagem via acoplamento optomecaˆnico e e´ satisfeita a condic¸a˜o g2/J > K. Quando
esta condic¸a˜o e´ satisfeita, a rede optomecaˆnica opera no chamado regime de acoplamento
forte. Este regime foi primeiramente discutido em [115], onde os autores consideraram
uma rede optomecaˆnica na˜o desordenada, na qual a constante de tunelamento K e´ nula
e os modos o´ticos e mecaˆnicos apresentam dissipac¸a˜o (κ 6= 0 e γ 6= 0). Os autores
mostraram que nestas condic¸o˜es um gap e´ observado em torno da frequeˆncia mecaˆnica
Ωm se g
2/J  γ e J  κ. Para entender a formac¸a˜o do gap neste sistema, vamos
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considerar uma rede optomecaˆnica onde ∆ = −Ωm, κ = γ = 0, e g  J . Embora a
u´ltima condic¸a˜o possa ser relaxada, ela sera´ adotada por simplicidade. Primeiro vamos
observar, na figura 4.5a, a estrutura de banda de uma rede optomecaˆnica onde g = 0. A
curva azul representa a banda o´tica e a curva vermelha representa a banda mecaˆnica. Note
que K e´ ta˜o pequeno frente a J que a curvatura da banda mecaˆnica e´ impercept´ıvel. Se
g 6= 0, a interac¸a˜o optomecaˆnica entre os modos o´ticos e mecaˆnicos e´ essencialmente uma
interac¸a˜o de troca de excitac¸o˜es, cujo Hamiltoniano e´ (aˆ†j bˆj + aˆj bˆ
†
j). Os demais termos que
compo˜em a interac¸a˜o optomecaˆnica, (aˆ†j bˆ
†
j + aˆj bˆj), esta˜o longe da condic¸a˜o de ressonaˆncia
e contribuem muito pouco para a dinaˆmica caso o sistema opere no regime de bandas
resolvidas (κ < Ωm), o que no´s supomos ser o caso. O Hamiltoniano aproximado de uma
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†
j+1). (4.31)
Usando o ansatz aˆk = N
−1/2∑
j e
−ikxj aˆj e bˆk = N−1/2
∑
j e





(Ωm − 2J cos k)aˆ†kaˆk + Ωmbˆ†kbˆk + g(aˆ†kbˆk + aˆkbˆ†k). (4.32)
Diagonalizando o Hamiltoniano em cada subespac¸o de ı´ndice k, obtemos as seguintes
autoenergias:
Ek,± = Ωm − J cos k ±
√
J2 cos2 k + g2. (4.33)
Observe que a interac¸a˜o optomecaˆnica causa a repulsa˜o entre estados de mesmo ı´ndice
k. Como mostrado na figura 4.5b, esta repulsa˜o cria um gap na estrutura de banda
da rede optomecaˆnica, cuja largura e´ dada por (Ek=0,+ − Ek=pi,−). Os estados que se
encontram na borda do gap, i.e. os estados cujo nu´mero quaˆntico k e´ 0 ou pi, sa˜o estados
que apresentam baixa hibridizac¸a˜o, pois J  g. Desta maneira, Ek=0,+ ≈ Ωm + g2/2J e
Ek=pi,− ≈ Ωm − g2/2J , o que nos da´ um gap de largura g2/J . Os autores mostram ainda
que, na presenc¸a de dissipac¸a˜o, o gap ainda e´ vis´ıvel se g2/J  γ e J  κ. A importaˆncia
da presenc¸a de um gap na estrutura de banda de uma rede optomecaˆnica se deve ao fato
de na˜o haver transporte coerente dentro do gap, uma vez que na˜o existem estados para
realiza´-lo.
Dada a relac¸a˜o direta entre um gap na estrutura de banda e as propriedades de
transporte do sistema, vamos estudar se tal fenoˆmeno se repete em redes desordenadas
e quais seus efeitos na localizac¸a˜o dos estados deste sistema. Primeiramente, vamos
considerar uma rede optomecaˆnica desordenada onde ∆ = 〈∆j〉d = −Ωm. Vamos ainda
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Figura 4.5: Estrutura de banda de uma rede optomecaˆnica ordenada para g = 0 em (a)
e g = 0, 05Ωm em (b). Os Demais paraˆmetros sa˜o: ∆ = −Ωm, J = 0, 1Ωm, K = 0,
σop = σm = 0 e κ = γ = 0. Note a formac¸a˜o de um gap (regia˜o cinza) em (b).



















Figura 4.6: Histograma das autofrequeˆncias νn, obtidas via diagonalizac¸a˜o nume´rica do
Hamiltoniano no subespac¸o o´tico. Foram diagonalizadas 100 realizac¸o˜es de desordem de
uma rede optomecaˆnica com 1000 ce´lulas. Os paraˆmetros J e σop, que sa˜o os u´nicos que
caracterizam o histograma acima, sa˜o iguais. O histograma esta´ normalizado de maneira
que a a´rea sob o histograma e´ 1.
supor que na˜o existe dissipac¸a˜o para o ambiente, de maneira que κ = γ = 0, e que a banda
o´tica na˜o possui estados com energia perto de zero 6. Nestas condic¸o˜es, pelos motivos
expostos anteriormente, apenas a parte ressonante da interac¸a˜o optomecaˆnica, isto e´, o
termo (aˆ†j bˆj + aˆj bˆ
†
j), e´ relevante para a dinaˆmica do sistema. Tal rede optomecaˆnica e´
6Mais precisamente, as energias dos estados que compo˜em a banda o´tica devem ser maiores que ~g,




j) passam a ser relevantes para a dinaˆmica, e a dinaˆmica pode se tornar
insta´vel.
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Por ora, vamos supor que K = 0 e σm = 0 (logo, Ωj = Ωm). Seja dˆn =
∑
j uj,naˆj a trans-
formac¸a˜o que diagonaliza o Hamiltoniano no subespac¸o o´tico, ou seja, diagonaliza apenas
a interac¸a˜o de tunelamento de fo´tons, e na˜o interac¸a˜o optomecaˆnica. Uma vez que o Ha-
miltoniano e´ proporcional a` identidade no subespac¸o mecaˆnico, qualquer transformac¸a˜o
unita´ria realizada neste subespac¸o mante´m a estrutura diagonal. Podemos, portanto, re-
alizar no subespac¸o mecaˆnico a mesma transformac¸a˜o que diagonaliza o subespac¸o o´tico,
eˆn =
∑













onde as frequeˆncias νn sa˜o obtidas quando diagonalizamos o Hamiltoniano no subespac¸o
o´tico. Naturalmente, as frequeˆncias νn sa˜o tambe´m desordenadas. A figura 4.6 traz
um histograma das frequeˆncias νn para 100 realizac¸o˜es de desordem. Na auseˆncia de
desordem, a estrutura de banda o´tica estaria restrita ao intervalo [−2J, 2J ], mas para
J = σop, a estrutura ocupa um intervalo de frequeˆncias maior.
Assim como no caso na˜o desordenado, o gap e´ formado devido a` repulsa˜o entre os
estados o´ticos e mecaˆnicos localizados nas bordas das respectivas estruturas de banda,
que no caso na˜o desordenado teˆm nu´meros quaˆnticos k = 0 e k = pi. No caso desorde-
nado, os estados localizados nos limites da estrutura de banda o´tica possuem frequeˆncias
aproximadamente iguais a Ω1 = −4J e Ω1 = 4J . Procedendo de maneira semelhante
ao que foi feito na auseˆncia de desordem, no´s podemos estimar a largura do gap como
sendo g2/2J . Naturalmente, para valores diferentes de σop, a largura do gap tambe´m sera´
diferente. Em particular, quanto maior a desordem, menor o gap.
A nossa estimativa da largura do gap supo˜e que a constante de tunelamento K e
a desordem mecaˆnica σm sa˜o pequenos o suficiente para serem desprezados. Mas quanto
seria pequeno o suficiente? O que acontece com o sistema quando desordem e tunelamento
entre modos mecaˆnicos sa˜o relevantes? Primeiramente, note que para chegar na equac¸a˜o
(4.35) foi importante que os autoestados o´ticos e mecaˆnicos dˆn e eˆn tivessem a mesma
“func¸a˜o de onda”, isto e´, os modos dˆn e eˆn sa˜o espacialmente ideˆnticos. Isto so´ e´ poss´ıvel
pois K = σm = 0. Na presenc¸a de desordem mecaˆnica, os estados que diagonalizam
o subespac¸o o´tico e os estados que diagonalizam o subespac¸o mecaˆnico sa˜o diferentes,
de maneira que e´ imposs´ıvel chegar num Hamiltoniano com a forma do Hamiltoniano
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Figura 4.7: Comprimento de localizac¸a˜o λ para uma rede optomecaˆnica cujos paraˆmetros
sa˜o: ∆ = −Ωm, g = 0, 05Ωm, J = δop = 0, 1Ωm, K = δm = 0, 001Ωm e κ = γ = 0. A figura
(b) e´ apenas um zoom da figura (a) na regia˜o onde se encontra o gap. As curvas foram
obtidas pelo me´todo de Green com uma acura´cia de 0, 5%. Os pontos foram obtidos com
o me´todo dos autovetores, onde 100 realizac¸o˜es de desordem de uma rede optomecaˆnica
com 1000 ce´lulas foram diagonalizadas numericamente. Os autovetores foram divididos
em pequenos intervalos de energia, de acordo com os autovalores associados, e os pontos
e barras representam, respectivamente, a me´dia e o desvio padra˜o dos comprimentos de
localizac¸a˜o estimados em cada intervalo. Na figura (b) este intervalo foi diminu´ıdo devido
a` alta concentrac¸a˜o de estados naquela regia˜o.
(4.35). Para deixar mais claro este u´ltimo ponto, seja dˆn =
∑
j uj,naˆj a transformac¸a˜o
que diagonaliza o subespac¸o o´tico, e eˆn =
∑
j vj,nbˆj a transformac¸a˜o que diagonaliza o






















j,s′ . O Hamiltoniano (4.36) mostra que existe interac¸a˜o opto-
mecaˆnica entre os modos dˆn e eˆn′ para todos os pares (n, n
′). Este Hamiltoniano na˜o nos
permitiu chegar a qualquer resultado anal´ıtico acerca da presenc¸a de gap na estrutura de
banda. Pore´m, e´ fisicamente plaus´ıvel supor que, no caso em que J  K e J  σm,
sera´ formado um gap se o deslocamento nas frequeˆncias mecaˆnicas causado pela interac¸a˜o
optomecaˆnica quando K = σm = 0 for maior que a estrutura de banda mecaˆnica quando
K e σm sa˜o na˜o nulos. Esta seria ao menos uma condic¸a˜o necessa´ria para a formac¸a˜o do
gap. No caso em que K = σm, tal condic¸a˜o seria g
2/2J > 4K.
Para testar a nossa conjectura, a figura 4.7 traz o comprimento de localizac¸a˜o para
7Observe que agora, uma vez que σm 6= 0 e K 6= 0, a dependeˆncia espacial de eˆs e´ diferente da
dependeˆncia espacial de dˆs.
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Figura 4.8: Densidade local de estados de uma rede optomecaˆnica. A cor dos estados varia
de laranja para azul dependendo da caracter´ıstica do estado. Estados cujas componentes
mecaˆnicas teˆm maior peso teˆm tons alaranjados, e estados cujas componentes o´ticas teˆm
maior peso teˆm tons azulados. Os comprimentos de localizac¸a˜o dos estados podem ser
estimados a partir do nu´mero de ce´lulas que cada estado “ocupa”. Note auseˆncia de
estados no entrono de Ωm.
uma rede optomecaˆnica desordenada onde g2/J = 0, 025Ωm e K = 0, 001Ωm. Como po-
demos constatar, o comprimento de localizac¸a˜o vai a zero no entorno de E = ~Ωm, o que
sugere a presenc¸a de um gap. Para confirmar a presenc¸a de um gap, a figura 4.8 traz a
densidade local de estados para uma rede optomecaˆnica com os mesmos paraˆmetros da fi-
gura 4.7. Note que na˜o sa˜o observados estados para E ≈ ~Ωm, o que comprova a formac¸a˜o
de um gap. Na figura 4.8, a cor dos estados varia de laranja para azul, dependendo da
caracter´ıstica do estado. Estados cujas componentes mecaˆnicas sa˜o mais pronunciadas
tendem para o laranja, estados cujas componentes o´ticas sa˜o mais pronunciadas tendem
para o azul. Podemos ver que os estados nas bordas no gap sa˜o laranjas, o que comprova
a suposic¸a˜o feita anteriormente, de que os estados nas bordas do gap apresentariam baixo
grau de hibridizac¸a˜o.
Agora vamos considerar uma situac¸a˜o em que a condic¸a˜o de acoplamento forte na˜o
e´ satisfeita. A este regime daremos o nome de regime de acoplamento fraco. Neste re-
gime na˜o se forma um gap na estrutura de banda mesmo no caso na˜o desordenado. A
figura 4.9 traz o comprimento de localizac¸a˜o neste regime. O primeiro ponto que chama
a atenc¸a˜o na figura 4.9, quando comparada com a figura 4.4, e´ o aumento no compri-
mento de localizac¸a˜o em torno de E = ~Ωm. No caso na˜o interagente (figura 4.4), o
valor ma´ximo do comprimento de localizac¸a˜o o´tico e mecaˆnico e´ o mesmo, pore´m a pre-
senc¸a de acoplamento optomecaˆnico, ainda que bastante fraco, aumentou o comprimento
de localizac¸a˜o sensivelmente. Outro fenoˆmeno interessante observado na figura 4.9b e´ o
fato de modos vibracionais que seriam extremamente localizados no caso na˜o interagente
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Figura 4.9: Comprimento de localizac¸a˜o λ de uma rede optomecaˆnica cujos paraˆmetros
sa˜o: ∆ = −Ωm, g = 0, 001Ωm, J = δop = 0, 1Ωm, K = δm = 0, 001Ωm e κ = γ = 0. A
figura (b) e´ apenas um zoom da figura (a) na regia˜o em torno de ~Ωm. As curvas foram
obtidas pelo me´todo de Green com uma acura´cia de 0, 5%. Os pontos foram obtidos com
o me´todo dos autovetores, onde 100 realizac¸o˜es de desordem de uma rede optomecaˆnica
com 1000 ce´lulas foram diagonalizadas numericamente. Os autovetores foram divididos
em pequenos intervalos de energia, de acordo com os autovalores associados, e os pontos
e barras representam, respectivamente, a me´dia e o desvio padra˜o dos comprimentos de
localizac¸a˜o estimados em cada intervalo. Na figura (b), este intervalo foi diminu´ıdo devido
a` alta concentrac¸a˜o de estados naquela regia˜o.
apresentarem comprimento de localizac¸a˜o muito maior no caso interagente. Note que
na figura 4.4b, os modos mecaˆnicos com energia E satisfazendo |E − Ωm| > 2K teˆm
comprimentos de localizac¸a˜o pequenos. Ja´ na figura 4.9b, vemos que o comprimento de
localizac¸a˜o medido e´ muito maior, ainda que a imensa maioria dos modos localizados
nesta regia˜o sejam essencialmente mecaˆnicos. Para entender o que aconteceu com estes
modos, vamos primeiramente considerar uma u´nica realizac¸a˜o de desordem de uma rede
optomecaˆnica e selecionar um dos modos que apresentam o aumento no comprimento de
localizac¸a˜o discutido acima. Este modo, ao qual esta´ associado o operador de aniquilac¸a˜o
cˆs, sera´ decomposto em termos dos modos vibracionais o´ticos e mecaˆnicos originais, i.e.
cˆs =
∑
j uj,saˆj+vj,sbˆj, e tambe´m em termos dos operadores que diagonalizam o Hamiltoni-
ano na auseˆncia de interac¸a˜o optomecaˆnica, i.e. cˆs =
∑N
k pk,sdˆn+qk,seˆn. As figuras 4.10a,
4.10b e 4.10c trazem os resultados destas decomposic¸o˜es. Como podemos ver na figura
4.10a, o modo selecionado possui dois comprimentos de localizac¸a˜o dependendo da regia˜o
analisada. Pro´ximo ao “pico”, temos uma regia˜o de cara´ter essencialmente mecaˆnico com
um comprimento de localizac¸a˜o pequeno. Ao nos afastarmos do pico, pore´m, observamos
a hibridizac¸a˜o com modos o´ticos, e um novo comprimento de localizac¸a˜o, maior, emerge.
Ao analisar a decomposic¸a˜o do modo em termos dos operadores dˆk e eˆk, vemos que este
e´ quase que completamente descrito por um u´nico modo mecaˆnico. As componentes de
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Figura 4.10: Decomposic¸a˜o do modo cˆs de uma rede optomecaˆnica desordenada com 800
ce´lulas. O modo em questa˜o esta´ localizado nos limites do que seria a banda mecaˆnica
no caso na˜o interagente. Em (a) este autoestado e´ decomposto na base original do Ha-
miltoniano, cˆs =
∑N
j uj,saˆj + vj,sbˆj. Os pontos vermelhos representam a decomposic¸a˜o da
parte mecaˆnica e os pontos azuis a decomposic¸a˜o da parte o´tica. Em (b) e (c), o modo
e´ decomposto nos modos vibracionais que diagonalizam as interac¸o˜es de tunelamento,
i.e. cˆs =
∑N
k pk,sdˆk + qk,seˆk. dˆk compo˜em uma base no subespac¸o o´tico que diagonaliza
a interac¸a˜o de tunelamento o´tico, e eˆk compo˜em uma base no subespac¸o mecaˆnico que
diagonaliza a interac¸a˜o de tunelamento mecaˆnico. Os paraˆmetros da rede sa˜o: ∆ = −Ωm,
g = 0, 001Ωm, J = σop = 0, 1Ωm, K = σm = 0, 001Ωm, e κ = γ = 0
outros modos somam menos de 1% da composic¸a˜o de cˆs. Conclui-se que a interac¸a˜o opto-
mecaˆnica e´ muito fraca, uma vez que o grau de hibridizac¸a˜o deste modo e´ muito pequeno.
Pore´m, a hibridizac¸a˜o com outros modos menos localizados, ainda que pequena, foi o
suficiente para aumentar o comprimento de localizac¸a˜o deste modo significativamente.
A figura 4.11 nos mostra a transic¸a˜o entre os regimes de acoplamento fraco e aco-
plamento forte para ∆ = −1, 1Ωm. Nota-se uma transic¸a˜o bastante na˜o trivial entre os
dois regimes, com a formac¸a˜o de dois picos pro´ximos a` Ωm (figura 4.11c) e a subsequente
transformac¸a˜o de um destes picos em um poc¸o, que evidencia a presenc¸a de um gap (figura
4.11d). Esta transic¸a˜o entre o regime de acoplamento fraco e o regime de acoplamento
forte e´ caracter´ıstica da presenc¸a do acoplamento optomecaˆnico, e se distingue de efeitos
puramente dissipativos que poderiam mascarar a localizac¸a˜o nestes sistemas. Na˜o menos
importante, esta transic¸a˜o pode ser observada apenas variando-se a amplitude de bom-
beamento dos modos o´ticos. Por estes motivos, no´s acreditamos que redes optomecaˆnicas
sa˜o especialmente convenientes em experimentos que visam detectar a localizac¸a˜o de An-
derson.
Ate´ o momento o comprimento de localizac¸a˜o foi estudado exclusivamente na auseˆncia
de dissipac¸a˜o. Pore´m, dissipac¸a˜o pode ser inclu´ıda facilmente em nossa ana´lise por meio
do me´todo de Green. Lembramos que o u´nico pre´-requisito para que o me´todo de Green
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Figura 4.11: Gra´fico do comprimento de localizac¸a˜o λ em func¸a˜o da energia E para
valores crescentes de g. A sequeˆncia de figuras nos permite acompanhar a transic¸a˜o do
regime de acoplamento fraco para o regime de acoplamento forte, onde se forma o gap.
Os paraˆmetros sa˜o: ∆ = −1, 1Ωm, J = σop = 0, 1Ωm, K = σm = 0, 001Ωm, e κ = γ = 0.
seja va´lido e´ que a dinaˆmica do sistema seja esta´vel, em contraste com o me´todo dos au-
tovetores, que necessita tanto de uma dinaˆmica esta´vel quanto da auseˆncia de dissipac¸a˜o.
Um ponto que deve ser salientado, no entanto, e´ o fato de que o decaimento no trans-
porte de excitac¸o˜es medido pelo me´todo de Green se deve tanto a` interfereˆncia que causa
a localizac¸a˜o de Anderson, quanto a` perda de excitac¸o˜es para o ambiente. Desta ma-
neira, o que estamos calculando seria melhor batizado de “comprimento de propagac¸a˜o”,
pore´m manteremos o termo “comprimento de localizac¸a˜o” por simplicidade. Dado que
realizac¸o˜es experimentais de sistemas optomecaˆnicos contam com osciladores mecaˆnicos
com fatores de qualidade muito altos, consideraremos apenas dissipac¸a˜o o´tica. O gra´fico
do comprimento de localizac¸a˜o na presenc¸a de dissipac¸a˜o o´tica e´ mostrado na figura 4.12
para os dois regimes considerados aqui, os regimes de acoplamento fraco e acoplamento
forte. Observe que no regime de acoplamento fraco (figura 4.12a), o aumento da dis-
sipac¸a˜o o´tica causa a diminuic¸a˜o do comprimento de localizac¸a˜o, como esperado, ja´ que
o transporte de excitac¸o˜es agora decai tambe´m em decorreˆncia da dissipac¸a˜o. Note ainda
que o pico em torno da ressonaˆncia mecaˆnica se aproxima gradativamente do pico obser-
vado na auseˆncia de acoplamento optomecaˆnico. Os modos localizados no que seriam os
limites da banda mecaˆnica no caso na˜o interagente, cujos comprimentos de localizac¸a˜o ha-
viam sido substancialmente aumentados em func¸a˜o do acoplamento optomecaˆnico, agora
sofrem acentuada diminuic¸a˜o do comprimento de localizac¸a˜o, ja´ que os modos o´ticos na˜o
sa˜o mais capazes de transportar fo´tons para ce´lulas mais distantes.
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Figura 4.12: Gra´fico do comprimento de localizac¸a˜o λ em func¸a˜o da energia E para
diversas taxas de dissipac¸a˜o. Na curva vermelha, κ = 0; na curva azul, κ = 0, 01Ωm; na
curva verde, κ = 0, 05Ωm; e na curva marrom, κ = 0, 1Ωm. Na figura (a), temos g =
0, 001Ωm; e na figura (b), temos g = 0, 05Ωm. Os demais paraˆmetros sa˜o: ∆ = −1, 1Ωm,
J = σop = 0, 1Ωm, K = σm = 0, 001Ωm e γ = 0.
Desordem induzida no acoplamento optomecaˆnico
Um importante aspecto da desordem em redes optomecaˆnicas, negligenciado num
primeiro momento (isto e´, em todos os resultados obtidos ate´ agora), e´ o efeito da de-
sordem sobre o acoplamento optomecaˆnico linear, gj = g0,jαj. Como podemos ver, gj e´
proporcional a αj, a amplitude estaciona´ria do campo o´tico no regime cla´ssico. Numa
situac¸a˜o em que houvesse simetria translacional, αj teria a mesma simetria, pore´m a de-
sordem observada nas frequeˆncias quebra esta simetria e afeta notoriamente αj. Ale´m
da desordem induzida em gj via αj, imperfeic¸o˜es no processo de fabricac¸a˜o da rede opto-
mecaˆnica tambe´m levam a` desordem do acoplamento optomecaˆnico g0,j. Nesta segunda
etapa do trabalho, no´s desprezamos a desordem em g0,j, uma vez que, para os paraˆmetros
utilizados, esta e´ significativamente menor que a desordem induzida em αj. Ale´m disso,
a desordem induzida por αj apresenta a interessante propriedade de estar correlacionada
com a desordem observada nas frequeˆncias, o que pode levar a fenoˆmenos interessantes.
O primeiro passo e´ calcular αj a partir do Hamiltoniano optomecaˆnico na˜o linear
(4.1). Este e´ um ca´lculo bastante na˜o trivial no caso geral, mas no caso em que a interac¸a˜o
optomecaˆnica e´ relativamente fraca, podemos utilizar uma abordagem perturbativa. As
condic¸o˜es para a validade da abordagem perturbativa no caso geral podem ser bastante
complexas, sendo mais fa´cil verificar diretamente a convergeˆncia da se´rie perturbativa.
Numa situac¸a˜o onde ∆ = −Ωm, J ≈ σop  Ωm, e K ≈ σm  Ωm, a abordagem
perturbativa e´ va´lida se g20α
2
L  Ω4m. No Apeˆndice I no´s mostramos como proceder com
os ca´lculos nesta situac¸a˜o. A figura 4.13 traz o mo´dulo de αj em func¸a˜o de (ωj−ωL) para















Figura 4.13: αj para uma rede optomecaˆnica com 1000 ce´lulas. Os paraˆmetros sa˜o:
∆ = −1, 1Ωm, J = σop = 0, 1Ωm e κ = 0, 1Ωm.
Uma vez calculado αj, podemos obter o Hamiltoniano linear de maneira ideˆntica ao
que foi feito no caso de um sistema optomecaˆnico com apenas um modo o´tico e um modo






j aˆj + Ωj bˆ
†




j + bˆj). (4.37)
Os resultados obtidos para o comprimento de localizac¸a˜o neste caso esta˜o expostos
na figura 4.14. Primeiramente, nota-se que para o acoplamento optomecaˆnico fraco, os
efeitos da desordem induzida em gj na˜o sa˜o percept´ıveis. Portanto, os fenoˆmenos discuti-
dos anteriormente neste regime se manteˆm quando o acoplamento optomecaˆnico linear e´
desordenado. No regime de acoplamento forte, pore´m, o gra´fico sofre mudanc¸as substan-
ciais, ainda que seus aspectos qualitativos mais importantes continuem os mesmos. Neste
regime, podemos observar que para E < ~Ωm, o comprimento de localizac¸a˜o λ e´ menor
quando a desordem afeta gj (linha cont´ınua) do que quando este efeito e´ desprezado (linha
tracejada). Isto explica-se pelo fato de, para E < ~Ωm, as ce´lulas mais facilmente excita-
das sa˜o aquelas cujas frequeˆncias o´ticas esta˜o mais pro´ximas da condic¸a˜o de ressonaˆncia,
o que faz com que gj seja maior nessas ce´lulas (vide figura 4.13). Um aumento no valor
de gj em uma dada ce´lula no regime de acoplamento forte potencialmente desestimula o
tunelamento de excitac¸o˜es para ce´lulas vizinhas. Observe que a situac¸a˜o se inverte para
E > ~Ωm. A presenc¸a de um mı´nimo local do comprimento de localizac¸a˜o para E ≈ ~Ωm
confirma a presenc¸a de um gap na densidade de estados da rede optomecaˆnica mesmo
quando o acoplamento optomecaˆnico linear e´ desordenado.
Conclu´ımos portanto que a desordem induzida no acoplamento optomecaˆnico linear
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Figura 4.14: Comprimento de localizac¸a˜o λ em func¸a˜o da energia para diferentes valo-
res κ. Em (a) o comprimento de localizac¸a˜o e´ calculado para 〈g〉d = 0, 001Ωm e em (b)
para 〈g〉d = 0, 05Ωm. Nas curvas azuis κ = 0, 01Ωm, nas curvas verdes κ = 0, 05Ωm, e
nas curvas marrons κ = 0, 1Ωm. Nas linhas cont´ınuas o efeito da desordem no acopla-
mento optomecaˆnico linear e´ levado em considerac¸a˜o enquanto nas linhas tracejadas ele
e´ desprezado.
na˜o altera as caracter´ısticas principais dos regimes estudados a ponto de invalidar os resul-
tados obtidos anteriormente. Em particular, todos os fenoˆmenos discutidos anteriormente
se manteˆm quando o acoplamento optomecaˆnico e´ desordenado.
Viabilidade experimental
Com respeito a` viabilidade experimental do estudo aqui apresentado, redes opto-
mecaˆnicas poderiam, em princ´ıpio, ser fabricadas a partir de diversas plataformas expe-
rimentais que apresentam acoplamento optomecaˆnico. No entanto, as plataformas mais
promissoras sa˜o cristais optomecaˆnicos [120, 122] e microdiscos [119]. Como mencionado
no in´ıcio desta cap´ıtulo, a fabricac¸a˜o de uma rede optomecaˆnica com 7 microdiscos acopla-
dos foi reportada em [119]. No que se segue, discutiremos especificamente uma poss´ıvel
realizac¸a˜o de redes optomecaˆnicas baseada cristais optomecaˆnicos. Nestes sistemas, a
constante de acoplamento optomecaˆnico g0 vai de 1 MHz ate´ 10 MHz, e a frequeˆncia de
oscilac¸a˜o mecaˆnica Ωm vai de 1 GHz ate´ 10 GHz. A constante de dissipac¸a˜o o´tica κ vai de
1 GHz ate´ 10 GHz, e a constante de dissipac¸a˜o mecaˆnica γ gira em torno de 10 KHz. A de-
sordem nas dimenso˜es espaciais relevantes do sistema gira em torno de 1%, o que implica
uma desordem com a mesma magnitude nos paraˆmetros dos cristais optomecaˆnicos [123].
A desordem nos paraˆmetros pode ser reduzida em ate´ duas ordens de magnitude por meio
de te´cnicas de po´s-fabricac¸a˜o [143]. A constante de tunelamento o´tica J vai de 1 GHz
ate´ 10 THz, e a constante de tunelamento mecaˆnica K vai de 100 KHz ate´ 1 GHz. Ja´ a
desordem o´tica σo vai de 100 GHz ate´ 1 THz, e a desordem mecaˆnica σm vai de 10 MHz
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ate´ 100 MHz, ambas obtidas sem o uso de te´cnicas de po´s-fabricac¸a˜o. Desta maneira, os
paraˆmetros utilizados por no´s neste trabalho sa˜o acess´ıveis experimentalmente desde que
te´cnicas de po´s-fabricac¸a˜o sejam utilizadas para reduzir a desordem o´tica em duas ou treˆs
ordens de magnitude.
4.4 Conclusa˜o
Redes optomecaˆnicas formam uma nova classe de sistemas desordenados onde ex-
citac¸o˜es de cara´ter h´ıbrido entre fo´tons e foˆnons sa˜o localizadas espacialmente. O aspecto
mais importante destes sistemas e´ a facilidade com que alguns paraˆmetros importantes po-
dem ser controlados, como a magnitude do acoplamento optomecaˆnico linear e a distaˆncia
entre as bandas o´tica e mecaˆnica. No´s mostramos a existeˆncia de dois regimes de operac¸a˜o
distintos das redes optomecaˆnicas, o regime de acoplamento fraco e o regime de acopla-
mento forte. No primeiro, a interac¸a˜o optomecaˆnica tem efeito perturbativo nas bandas
o´tica e mecaˆnica, pore´m tal efeito e´ suficiente para que o comprimento de localizac¸a˜o da
banda mecaˆnica seja substancialmente aumentado. No regime de acoplamento forte, a
interac¸a˜o optomecaˆnica causa o aparecimento de um gap na densidade de estados do sis-
tema, o que por sua vez leva a comprimentos de localizac¸a˜o bastante pequenos na regia˜o
do gap. Embora estes resultados tenham sido obtidos inicialmente em uma rede onde
a desordem no acoplamento optomecaˆnico linear foi desprezada, o estudo de redes com
desordem no acoplamento optomecaˆnico linear mostrou que as principais caracter´ısticas
destes regimes se manteˆm. A transic¸a˜o entre os dois regimes foi estudada e se mostrou
bastante na˜o trivial, permitindo que os efeitos da localizac¸a˜o neste sistema possam ser
diferenciados de efeitos puramente dissipativos. Pelos motivos expostos, no´s acreditamos
que as redes optomecaˆnicas sera˜o uma plataforma experimental bastante conveniente para





Quando a constante de dissipac¸a˜o o´tica e´ compara´vel a` frequeˆncia mecaˆnica, a
pressa˜o de radiac¸a˜o age sobre o oscilador mecaˆnico como uma forc¸a viscosa. Em de-
terminados regimes de paraˆmetros, a constante de fricc¸a˜o associada a esta “forc¸a viscosa
o´tica” pode ser positiva, o que aumenta a dissipac¸a˜o do oscilador mecaˆnico, levando ao
resfriamento do mesmo. Em outras situac¸o˜es, esta constante de fricc¸a˜o pode ser negativa,
o que pode levar a um aumento do fator de qualidade do oscilador mecaˆnico, ou enta˜o,
em um caso extremo, a` amplificac¸a˜o das oscilac¸o˜es mecaˆnicas. Neste u´ltimo caso, o qual
chamamos de regime insta´vel, a energia fornecida pela radiac¸a˜o ao oscilador mecaˆnico e´
maior que a energia perdida por dissipac¸a˜o, o que faz com que a amplitude de oscilac¸a˜o
mecaˆnica seja amplificada exponencialmente. Eventualmente, ocorre a saturac¸a˜o da am-
plitude de oscilac¸a˜o, e a dinaˆmica do sistema converge para ciclos limite no espac¸o de
fase [56,145]. O regime insta´vel em sistemas optomecaˆnicos e´, portanto, um regime essen-
cialmente na˜o linear, o que torna o seu estudo consideravelmente mais dif´ıcil. Em geral,
na˜o e´ poss´ıvel atacar o problema de maneira exclusivamente anal´ıtica, o que faz com que
me´todos nume´ricos sejam especialmente importantes.
No caso de redes optomecaˆnicas desordenadas, o cena´rio e´ ainda mais complicado.
Um sistema optomecaˆnico e´ um sistema bosoˆnico, de forma que o espac¸o de Hilbert
associado tem infinitas dimenso˜es. Logo, para que possamos utilizar me´todos nume´ricos,
e´ necessa´rio que o espac¸o de Hilbert seja truncado. Contudo, para que o regime insta´vel
possa ser estudado, e´ necessa´rio que o nu´mero de dimenso˜es do espac¸o de Hilbert truncado
de cada oscilador mecaˆnico seja, no mı´nimo, da ordem de 102 [56, 145], podendo atingir
valores muito maiores dependendo dos paraˆmetros utilizados. Desta maneira, mesmo
para uma rede optomecaˆnica com o nu´mero bastante modesto de 10 ce´lulas, o nu´mero
de dimenso˜es do espac¸o de Hilbert mecaˆnico seria algo maior que 1020. Isto torna a
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dinaˆmica quaˆntica de uma rede optomecaˆnica desordenada operando no regime insta´vel
simplesmente imposs´ıvel de ser estudada com os computadores atuais.
Dada a inviabilidade de simular a dinaˆmica quaˆntica, no´s partimos para o estudo
da dinaˆmica cla´ssica de uma rede optomecaˆnica desordenada. A dinaˆmica cla´ssica na˜o
linear de sistemas optomecaˆnicos simples, i.e. formados por apenas um modo o´tico e





menores que 1, o efeito da radiac¸a˜o sobre o movimento do oscilador mecaˆnico e´ pequeno o
suficiente para que este possa ser aproximado por um movimento senoidal em intervalos de
tempo compara´veis ao per´ıodo de oscilac¸a˜o mecaˆnica. Neste caso, a dinaˆmica do sistema
apresenta um complexo e interessante diagrama de atratores da dinaˆmica, com a eventual
formac¸a˜o de ciclos limite no espac¸o de fase [144]. A transic¸a˜o entre a dinaˆmica esta´vel
e a dinaˆmica insta´vel ocorre por meio de uma bifurcac¸a˜o de Hopf [56]. Para valores
maiores de P , alguns fenoˆmenos t´ıpicos da transic¸a˜o para o regime cao´tico podem ser
observados, como o aparecimento de harmoˆnicos superiores. Para valores ainda maiores
de P , a dinaˆmica do sistema se torna cao´tica [146].
Neste trabalho no´s estudaremos como a desordem em redes optomecaˆnicas se mani-
festa no regime cla´ssico na˜o linear. Como comentado no cap´ıtulo anterior, a localizac¸a˜o
de Anderson e´ um fenoˆmeno puramente ondulato´rio, sendo observada tambe´m em on-
das cla´ssicas. O estudo da localizac¸a˜o em sistemas cla´ssicos na˜o e´ algo novo [147, 148],
e existe uma extensa literatura sobre o efeito de na˜o linearidades nestes sistemas [149].
Todavia, todos os trabalhos de que temos conhecimento estudam sistemas isolados e com
na˜o linearidades de quarta ordem 1. Tais sistemas contrastam notoriamente com as redes
optomecaˆnicas, que sa˜o sistemas dissipativos bombeados externamente. Ale´m disso, os
termos na˜o lineares em uma rede optomecaˆnica sa˜o de terceira ordem. Por estes motivos,
o estudo da localizac¸a˜o de Anderson em redes optomecaˆnicas e´ um problema f´ısico ainda
completamente inexplorado, e muito mais desafiador, na medida que a presenc¸a de dis-
sipac¸a˜o e bombeio externo levam a uma dinaˆmica muito mais rica e complexa do que em
sistemas convencionais.
O estudo de redes optomecaˆnicas desordenadas no regime insta´vel ainda esta´ em
curso, e neste cap´ıtulo no´s apresentaremos alguns resultados preliminares sobre a viabili-
dade de uma aproximac¸a˜o linear no regime insta´vel e sobre a dinaˆmica cao´tica em redes
optomecaˆnicas.
1Por uma na˜o linearidade de quarta ordem no´s queremos dizer que o Hamiltoniano possui termos na˜o
lineares de quarta ordem, e na˜o as equac¸o˜es de movimento.
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5.1 O sistema
O sistema estudado aqui e´ exatamente o mesmo sistema estudado no cap´ıtulo an-
terior, uma rede optomecaˆnica cujas frequeˆncias o´ticas e mecaˆnicas sa˜o desordenadas2,
pore´m desta vez no regime cla´ssico. As equac¸o˜es de movimento cla´ssicas obtidas a partir
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bj + ig0|aj|2 + iK(bj+1 + bj−1). (5.2)
No trabalho que se segue, no´s estudamos uma rede optomecaˆnica com 200 ce´lulas.
Os paraˆmetros desta rede optomecaˆnica sa˜o 3: ∆ = Ωm, g0 = 10
−4Ωm, J = σop = κ =
10−1Ωm, e K = σm = γ = 10−3Ωm. Apenas a amplitude de bombeamento αL foi mantida
livre. As condic¸o˜es iniciais da rede optomecaˆnica sa˜o aj(0) = bj(0) = 0. A na˜o ser que
seja dito explicitamente o contra´rio, sera˜o estes os paraˆmetros usados nos resultados que
se seguem. As frequeˆncias desordenadas usadas nos resultados que se seguem tambe´m
sa˜o sempre as mesmas. As soluc¸o˜es das equac¸o˜es 5.1 e 5.2 foram obtidas numericamente
por meio das rotinas de integrac¸a˜o nume´rica de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias contidas
no pacote Scipy [150].
5.2 A aproximac¸a˜o linear no regime insta´vel
No primeiro cap´ıtulo desta tese no´s discutimos a linearizac¸a˜o do Hamiltoniano de
um sistema optomecaˆnico simples, com apenas um modo o´tico e um modo mecaˆnico.
Dentro da aproximac¸a˜o linear, e´ estudada a dinaˆmica de pequenas oscilac¸o˜es em torno
do estado estaciona´rio cla´ssico do sistema. Como consequeˆncia, obtemos o Hamiltoniano
linear
Hˆ = −∆aˆ†aˆ+ Ωmbˆ†bˆ− g0α(aˆ† + aˆ)(bˆ† + bˆ), (5.3)
onde ∆ = ∆ + g0(β + β
∗). Tal estudo e´ perfeitamente plaus´ıvel em um sistema opto-
mecaˆnico cuja dinaˆmica e´ esta´vel. Depois de um intervalo de tempo que dependera´ das
constantes de dissipac¸a˜o e da constante de acoplamento g0, o sistema sera´ muito bem
aproximado pelo estado estaciona´rio cla´ssico, e o efeitos de flutuac¸o˜es te´rmicas ou lasers
de prova sera˜o basicamente pequenos desvios deste estado estaciona´rio. Como a dinaˆmica
2Mais precisamente, no Hamiltoniano (4.1) a constante de acoplamento optomecaˆnico g0,j tambe´m
e´ considerada desordenada, embora todos os resultados posteriores considerem g0,j = g0. Aqui no´s ja´
partimos do pressuposto que a constante de acoplamento g0 e´ a mesmas em todas as ce´lulas.
3No´s seguimos as mesmas convenc¸o˜es do capitulo anterior: ∆ = 〈∆j〉d e Ωm = 〈Ωj〉d, onde 〈a〉d e´ a
me´dia da varia´vel aleato´ria a tomada com respeito a` desordem.
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e´ esta´vel, a evoluc¸a˜o temporal mante´m os desvios do estado estaciona´rio relativamente pe-
quenos, de maneira que a aproximac¸a˜o linear se mante´m va´lida. No caso de uma dinaˆmica
insta´vel, no entanto, talvez o sistema nunca convirja para o estado estaciona´rio cla´ssico,
e mesmo que o estado do sistema se aproxime suficientemente do seu estado estaciona´rio,
as flutuac¸o˜es te´rmicas seriam amplificadas exponencialmente pela dinaˆmica linear ate´ que
a aproximac¸a˜o linear na˜o fosse mais va´lida.
Isto na˜o quer dizer, entretanto, que a aproximac¸a˜o linear e´ completamente inu´til no
regime insta´vel. De fato, a maneira mais fa´cil de detectar o regime insta´vel e´ por meio
dos autovalores das equac¸o˜es linearizadas. Ale´m disso, caso o estado do sistema opto-
mecaˆnico se aproxime suficientemente do estado estaciona´rio, podemos obter informac¸o˜es
importantes, como a frequeˆncia de oscilac¸a˜o dos modos o´tico e mecaˆnico, ou a taxa de
crescimento da amplitude de oscilac¸a˜o. Pore´m, quais seriam as condic¸o˜es necessa´rias para
que a aproximac¸a˜o linear possa ser empregada no regime insta´vel? De maneira geral, a
aproximac¸a˜o linear e´ va´lida se a e b sa˜o bem aproximados pelos estados estaciona´rios α
e β. Logo, a = α + δa, e b = β + δb; onde δa  α, e δb  β. Neste caso, a dinaˆmica e´
dada pelo Hamiltoniano linear (5.3), o qual depende de α e de β. No entanto, enquanto
o termo g0α e´ linear em g0, o termo g0(β + β
∗) e´ quadra´tico, o que frequentemente faz
com que os efeitos do u´ltimo termo sejam bastante discretos para valores realistas de g0
e amplitudes de bombeamento αL moderadas. Tal fato faz com que a aproximac¸a˜o linear
seja va´lida em situac¸o˜es menos restritivas, bastando que a(t) esteja pro´ximo do estado
estaciona´rio, e que a amplitude de oscilac¸a˜o mecaˆnica seja pequena o suficiente para que a
renormalizac¸a˜o da frequeˆncia o´tica seja desprez´ıvel. Se existir um intervalo de tempo onde
estas duas condic¸o˜es sejam satisfeitas, enta˜o a aproximac¸a˜o linear e´ va´lida neste intervalo.
Mas quais condic¸o˜es devem ser satisfeitas pelos paraˆmetros do sistema optomecaˆnico para
que um tal intervalo de tempo exista no regime insta´vel? Embora na˜o tenhamos sido ca-
pazes de obter uma expressa˜o que nos responda esta pergunta, uma condic¸a˜o necessa´ria
e´ que a interac¸a˜o optomecaˆnica seja fraca frente a` dissipac¸a˜o o´tica, g0α  κ. No en-
tanto, como estamos interessados em estudar o regime insta´vel, a interac¸a˜o optomecaˆnica
deve ser forte o suficiente para que o sistema opere neste regime. Como ficara´ mais claro
adiante, estamos interessados em sistemas operando no regime insta´vel, mas que estejam
“pro´ximos” da fronteira com o regime esta´vel. Para garantir que a aproximac¸a˜o linear e´
va´lida, o melhor me´todo que encontramos e´ analisar a evoluc¸a˜o de a(t) e b(t).
A situac¸a˜o e´ completamente ana´loga no caso de redes optomecaˆnicas. Aqui, para
que a aproximac¸a˜o linear seja va´lida, deve existir um intervalo de tempo no qual as duas
condic¸o˜es discutidas no para´grafo anterior sejam va´lidas em cada uma das ce´lulas da rede
107
optomecaˆnica. Estas condic¸o˜es podem ser resumidas nas expresso˜es
aj(t) = αj + δaj(t), onde |δaj(t)|  |αj|, e (5.4)
∆ g0(bj(t) + b∗j(t)). (5.5)
De posse disto, vamos analisar a viabilidade da aproximac¸a˜o linear na rede optomecaˆnica
aqui estudada, primeiramente para uma amplitude de bombeamento αL = 80Ωm. Neste
caso, a soluc¸a˜o da dinaˆmica na˜o linear mostra que a maioria das ce´lulas optomecaˆnicas
converge para ciclos limites no espac¸o de fase para tempos suficientemente grandes. A
curva azul da figura 5.1 traz aj=75(t) da rede optomecaˆnica, ja´ a curva vermelha traz
o estado estaciona´rio αj=75. Como podemos ver, αj=75 e´ uma boa aproximac¸a˜o para
aj=75(t) se 100 ≥ Ωmt ≥ 400. Ale´m disso, a amplitude da oscilac¸a˜o mecaˆnica e´ pro´xima
a 6, tornando a renormalizac¸a˜o da frequeˆncia o´tica desprez´ıvel. Se este fato se repetir
em todas as demais ce´lulas da rede optomecaˆnica, o que e´ o caso, podemos linearizar
a interac¸a˜o optomecaˆnica neste intervalo. Como a ce´lula j = 75 descreve ciclos limites
no espac¸o de fase para tempos longos, e´ natural que em algum momento a aproximac¸a˜o
linear na˜o seja mais va´lida. De fato, na figura 5.1b podemos ver que para Ωmt ≈ 4000, a
condic¸a˜o δaj  αj ja´ na˜o e´ mais satisfeita, logo a aproximac¸a˜o linear na˜o e´ mais va´lida.
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Figura 5.1: Gra´fico de aj=75 da rede optomecaˆnica em func¸a˜o de t (curva azul). A curva
vermelha traz o estado estaciona´rio αj=75. A amplitude de bombeamento e´ αL = 80Ωm.
Na figura (a) podemos ver que a curva azul e´ bem aproximada pela curva vermelha para
o intervalo de t considerado. Isto quer dizer que a aproximac¸a˜o linear e´ va´lida neste
intervalo de tempo. A figura (b) traz exatamente as mesmas curvas da figura (a), pore´m
em um intervalo de tempo maior. Podemos ver que a partir de um determinado valor de t
a curva vermelha deixa de ser uma boa aproximac¸a˜o para a curva azul, logo a aproximac¸a˜o
linear na˜o e´ mais va´lida. A ce´lula escolhida descreve ciclos limite no espac¸o de fase para
tempos longos.
Como discutido anteriormente, dependendo dos paraˆmetros da rede optomecaˆnica,
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pode ser que a aproximac¸a˜o linear na˜o seja va´lida em nenhum intervalo de tempo. Este
e´ o caso na figura 5.2, onde αL = 250Ωm. Na˜o existe um intervalo de tempo onde o
estado estaciona´rio da curva vermelha seja uma boa aproximac¸a˜o para a curva azul. Para
a rede optomecaˆnica aqui estudada, no´s verificamos que a aproximac¸a˜o linear e´ va´lida se
αL ≤ 100Ωm.










Figura 5.2: Gra´fico de aj=75 da rede optomecaˆnica em func¸a˜o de t (curva azul). A curva
vermelha traz o estado estaciona´rio αj=75. A amplitude de bombeamento e´ αL = 250Ωm.
Podemos ver que na˜o existe um intervalo de tempo onde a aproximac¸a˜o linear seja va´lida,
dado que a curva vermelha na˜o e´ uma boa aproximac¸a˜o para a curva azul para nenhum
valor de Ωmt. Observe que a rede optomecaˆnica simulada aqui e´ ideˆntica a` da figura 5.1,
apenas a amplitude de bombeamento αL e´ diferente.
Uma vez que a aproximac¸a˜o linear e´ poss´ıvel mesmo no regime insta´vel, vamos agora
analisar algumas caracter´ısticas gerais dos autovetores de uma rede optomecaˆnica insta´vel.
A figura 5.3 traz a dependeˆncia espacial do u´nico autovetor insta´vel da rede optomecaˆnica
quando αL = 70Ωm, lembrando que os autovetores teˆm a forma ~v =
∑





j . O autovalor associado e´ (−0, 998736i + 2, 5 × 10−5)Ωm. Primeiramente, o
autovetor e´ localizado, o que e´ esperado devido a` desordem no sistema. Ale´m disso, o
autovetor em questa˜o tem cara´ter mecaˆnico, i.e. as componentes o´ticas teˆm um peso
de aproximadamente 1% na norma do autovetor. Este baixo grau de hibridizac¸a˜o entre
modos o´ticos e modos mecaˆnicos e´ observado em todos os autovetores do sistema, e e´
explicado pelo fato de g0αj ser muito menor que κ . Com respeito ao cara´ter mecaˆnico do
autovetor insta´vel, esta e´ uma caracter´ıstica de todos os autovetores insta´veis no regime
de paraˆmetros onde a linearizac¸a˜o e´ poss´ıvel, e isto se deve basicamente ao fato de a taxa
de dissipac¸a˜o mecaˆnica ser muito menor que a taxa de dissipac¸a˜o o´tica e tambe´m ao fato
de g0αj ser muito menor que κ.
Mas seria poss´ıvel obter alguma informac¸a˜o sobre os ciclos limite da rede opto-
mecaˆnica a partir dos autovetores insta´veis? A figura 5.4 traz a soluc¸a˜o das equac¸o˜es de
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Figura 5.3: Dependeˆncia espacial do u´nico autovetor insta´vel da rede optomecaˆnica estu-
dada quando αL = 70Ωm. Os autovetores associados a`s equac¸o˜es de movimento lineares






j . vj e zj sa˜o muito pequenos e por isso foram
desprezados.
movimento na˜o lineares para Ωmt = 5×105. Para comprovar a relac¸a˜o entre a soluc¸a˜o das
equac¸o˜es de movimento na˜o lineares e os autovetores obtidos na aproximac¸a˜o linear, no´s
escrevemos a soluc¸a˜o na˜o linear como uma combinac¸a˜o linear destes autovetores, i.e. no´s
adotamos os autovetores como uma base na˜o ortogonal da soluc¸a˜o na˜o linear 4. Natural-
mente, os coeficientes desta decomposic¸a˜o dependem do tempo t. Depois de normalizar
os coeficientes da decomposic¸a˜o linear, no´s observamos que o coeficiente do autovetor
insta´vel e´ aproximadamente 0,998 para qualquer valor de Ωmt
5. Ou seja, a soluc¸a˜o na˜o
linear e´ muito bem aproximada pelo autovetor insta´vel.
Uma outra maneira de estudar a correspondeˆncia, agora temporal, entre os resulta-
dos da dinaˆmica linear e da dinaˆmica na˜o linear, e´ comparando o espectro de frequeˆncia
dos ciclos limite com a parte imagina´ria do autovalor insta´vel. O espectro do movi-
mento mecaˆnico na ce´lula j = 70 foi obtido por meio de uma transformada de Fourier
discreta, e observa-se apenas um pico em ω = 0, 99875Ωm, com um erro estimado em
10−5Ωm6. Como mencionado anteriormente, a parte imagina´ria do autovalor e´ dada por
Im{} = 0, 998736Ωm.
Os resultados acima foram obtidos para um valor de αL no qual so´ existe um autove-
tor insta´vel. Vamos agora analisar a correspondeˆncia entre dinaˆmica linear e dinaˆmica na˜o
4Esta decomposic¸a˜o foi feita para valores de Ωmt tais que o sistema se encontrava no estado esta-
ciona´rio. Isto e´, o sistema descreve ciclos limite no espac¸o de fase.
5Para ser mais preciso, o coeficiente do autovetor insta´vel oscila em torno de 0,998 para diferentes
valores de Ωmt, mas a amplitude desta oscilac¸a˜o e´ da ordem de 10
−4.
6Apesar de termos analisado o espectro do movimento mecaˆnico em apenas uma ce´lula, os resultados
sa˜o essencialmente os mesmos se calcularmos o espectro de qualquer outra ce´lula que esteja localizada na
regia˜o onde se encontra o autovetor insta´vel.
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Figura 5.4: |aj(t)|2 e |bj(t)|2 em func¸a˜o de j para Ωmt = 5× 105.
linear quando a amplitude de bombeamento αL e´ maior e, consequentemente, existe um
nu´mero maior de autovetores insta´veis. A figura 5.5 traz os autovetores insta´veis quando
αL = 80Ωm. A soluc¸a˜o nume´rica das equac¸o˜es na˜o lineares para Ωmt = 5×105 e´ mostrada
na figura 5.6 e, como podemos constatar, ainda existe grande correspondeˆncia espacial
entre os autovetores insta´veis e os ciclos limite. Escrevendo a soluc¸a˜o na˜o linear como
uma combinac¸a˜o linear dos autovetores da dinaˆmica linear, e normalizando os coeficientes
desta decomposic¸a˜o, no´s observamos que a raiz quadrada da soma do mo´dulo quadrado
dos coeficientes dos autovetores insta´veis oscila em torno de 0,94 com uma amplitude de
aproximadamente 0, 01. Novamente, a soluc¸a˜o na˜o linear e´ muito bem aproximada pelos
autovetores insta´veis, pore´m a amplitude de bombeamento αL maior fez com que alguns
autovetores esta´veis fossem excitados. Consequentemente, a decomposic¸a˜o da soluc¸a˜o
na˜o linear em termos de autovetores insta´veis na˜o foi ta˜o bem sucedida quanto para
αL = 70Ωm. Como esperado, quanto maior o valor de αL, pior sera´ o desempenho da
aproximac¸a˜o linear.
Com respeito a` correspondeˆncia temporal entre os resultados da dinaˆmica linear e
os resultados da dinaˆmica na˜o linear, no´s calculamos o espectro do movimento mecaˆnico
na ce´lula j = 70 da rede optomecaˆnica. Os resultados sa˜o mostrados na figura 5.7. Na
figura 5.5, no´s podemos ver quatro autovetores insta´veis na regia˜o onde se encontra a
ce´lula j = 70. O espectro calculado na ce´lula j = 70, contudo, na˜o mostra as quatro
frequeˆncias observadas na dinaˆmica linear. Uma ana´lise cuidadosa dos picos observados
no espectro mostra que existem apenas duas frequeˆncias “independentes”. Os demais pi-
cos sa˜o resultado da interac¸a˜o entre estas duas frequeˆncias devida aos termos na˜o lineares.
No´s na˜o temos ainda uma explicac¸a˜o para a auseˆncia das quatro frequeˆncias observadas
na dinaˆmica linear. Uma possibilidade e´ que os termos na˜o lineares tenham levado a` sin-
cronizac¸a˜o de autovetores distintos, pore´m mais testes seriam necessa´rios para confirmar
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Figura 5.5: Dependeˆncia espacial dos autovetores insta´veis da rede optomecaˆnica estudada
quando αL = 80Ωm. Os autovetores associados a`s equac¸o˜es de movimento lineares teˆm
a forma ~v =
∑
j ujaj + vja
∗
j + zjbj + wjb
∗
j . vj e zj sa˜o muito pequenos e por isso foram
desprezados.
































Figura 5.6: |aj(t)|2 e |bj(t)|2 em func¸a˜o de j para Ωmt = 5 × 105. |aj(t)|2 e |bj(t)|2
foram obtidos por meio da soluc¸a˜o nume´rica das equac¸o˜es de movimento na˜o lineares. A
amplitude de bombeamento e´ αL = 80Ωm.
esta hipo´tese.
Como visto na figura 5.7, os efeitos dos termos na˜o lineares no espectro se tornaram
consp´ıcuos para uma amplitude de bombeamento αL maior, na medida que diversos picos
apareceram no espectro S(ω), os quais so´ podem ser explicados pela interac¸a˜o entre
frequeˆncias causada pelos termos na˜o lineares. Para amplitudes de bombeamento αL
maiores, espera-se que o espectro de frequeˆncia se torne gradativamente menos esparso,
culminando em um espectro denso que sinalizaria a transic¸a˜o para o regime cao´tico. A
figura 5.8 traz novamente o espectro do movimento mecaˆnico da ce´lula 70, pore´m para a
amplitude de bombeamento αL = 100Ωm. Para tal amplitude de bombeamento, nota-se
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Figura 5.7: Espectro S(ω) do movimento mecaˆnico da ce´lula 70 da rede optomecaˆnica. A
amplitude de bombeamento e´ αL = 80Ωm. A figura (a) traz o espectro para frequeˆncias
pro´ximas de zero, e a figura (b) traz o espectro para frequeˆncias pro´ximas de Ωm.
um n´ıvel de “ru´ıdo” muito maior no espectro S(ω), o que e´ caracter´ıstico de uma dinaˆmica
cao´tica.

































Figura 5.8: Espectro S(ω) do movimento mecaˆnico da ce´lula 70 da rede optomecaˆnica. A
amplitude de bombeamento e´ αL = 100Ωm. A figura (a) traz o espectro para frequeˆncias
pro´ximas de zero, e a figura (b) traz o espectro para frequeˆncias pro´ximas de Ωm.
5.3 Caos em redes optomecaˆnicas
Sistemas cao´ticos sa˜o sistemas onde diferenc¸as infinitesimais nas condic¸o˜es iniciais
levam a trajeto´rias completamente distintas no espac¸o de fase. Mais especificamente,
em um sistema cao´tico, duas trajeto´rias geradas por condic¸o˜es iniciais infinitesimalmente
pro´ximas se distanciam exponencialmente com o tempo no espac¸o de fase. A taxa com a
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qual este afastamento exponencial ocorre e´ chamada expoente de Lyapunov. Expoentes
de Lyapunov maiores que zero sa˜o um indicador claro de comportamento cao´tico, ele
indica que uma eventual perturbac¸a˜o no sistema, por menor que seja, levara´ a uma nova
trajeto´ria no espac¸o de fase, que se afasta exponencialmente da trajeto´ria na˜o perturbada.
Com o intuito de descobrir se a dinaˆmica em uma rede optomecaˆnica e´ cao´tica, no´s
calculamos os expoente de Lyapunov para diferentes valores de αL. O algoritmo utilizado
para calcular o expoente de Lyapunov pode ser encontrado em [151]. Na figura 5.9 no´s
temos a distaˆncia δ(t) entre duas trajeto´rias no espac¸o de fase geradas por condic¸o˜es
iniciais que diferem entre si infinitesimalmente. Uma das condic¸o˜es iniciais e´ aquela que
foi utilizada em todos os resultados anteriores (aj(0) = bj(0) = 0). Os resultados mostram
que, para αL = 70Ωm, 80Ωm e 90Ωm, existe primeiro um regime transiente, depois do qual
δ(t) estaciona, passando a flutuar em torno de um valor me´dio. Isto sugere fortemente que
a dinaˆmica na˜o e´ cao´tica, uma vez que, se este comportamento se mantiver para t→∞,
o expoente de Lyapunov vai a zero neste limite. O ajuste linear de ln[δ(t)/δ(0)] depois
do regime transiente teve como resultado um coeficiente angular entre 10−7 e 10−6 para
as diferentes curvas na figura 5.9a. Embora positivo, no´s julgamos que um expoente de
Lyapunov ta˜o pequeno na˜o deve ser interpretado como um indicador de dinaˆmica cao´tica.
Para αL = 100Ωm, no entanto, fica claro que δ(t) cresce de maneira aproximadamente
linear, e o ajuste linear de ln[δ(t)/δ(0)] teve como resultado um coeficiente angular da
ordem de 10−4.
































Figura 5.9: Distaˆncia δ(t) entre duas trajeto´rias no espac¸o de fase em func¸a˜o de Ωmt. As
trajeto´rias foram geradas por condic¸o˜es iniciais que diferem entre si infinitesimalmente,
sendo que uma das condic¸o˜es iniciais e´ aquela que foi utilizada em todos os resultados
anteriores (aj(0) = bj(0) = 0). Na figura (a) a amplitude de bombeamento e´ αL = 70Ωm
na curva azul, αL = 80Ωm na curva vermelha, e αL = 90Ωm na curva verde. Na figura
(b), αL = 100Ωm na curva vermelha.
E´ importante notar que para um sistema optomecaˆnico simples, i.e. apenas um modo
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m > 1 [146], pore´m na
rede optomecaˆnica estudada, a dinaˆmica cao´tica e´ observada para P = 8× 10−4. Tal fato
se deve principalmente ao grande nu´mero de ce´lulas que compo˜em a rede optomecaˆnica.
5.4 Conclusa˜o e perspectivas
Neste cap´ıtulo no´s mostramos que, embora o regime insta´vel seja um regime fun-
damentalmente na˜o linear, e´ poss´ıvel, em determinadas circunstaˆncias, utilizar a apro-
ximac¸a˜o linear. Os resultados mostraram que, a partir dos autovetores e autovalores das
equac¸o˜es linearizadas, no´s podemos obter informac¸o˜es relevantes sobre a dinaˆmica na˜o
linear. Este tipo de informac¸a˜o e´ especialmente importante em redes optomecaˆnicas de-
sordenadas, onde o grande nu´mero de ce´lulas optomecaˆnicas faz com que a simulac¸a˜o das
equac¸o˜es na˜o lineares demande muitos recursos computacionais. Os resultados mostraram
que a dependeˆncia espacial dos ciclos limite observados em uma rede optomecaˆnica guarda
grande correspondeˆncia com a dependeˆncia espacial dos autovetores insta´veis (e locali-
zados) da dinaˆmica linear. Ja´ as tentativas de mostrar correspondeˆncia entre o espectro
de frequeˆncias dos ciclos limite e a parte imagina´ria dos autovalores insta´veis na˜o foram
ta˜o bem sucedidas. Por outro lado, a ana´lise dos espectros de frequeˆncia sugeriu a pos-
sibilidade de uma dinaˆmica cao´tica, possibilidade esta que foi abordada de maneira mais
sistema´tica por meio do ca´lculo do expoente de Lyapunov da rede optomecaˆnica. De fato,
a dinaˆmica cao´tica foi verificada na rede optomecaˆnica aqui estudada para amplitudes de
bombeamento αL pro´ximas a 100Ωm.
Como comentado anteriormente, o trabalho apresentado neste cap´ıtulo ainda esta´ em
curso. Para o futuro, seria interessante analisar em maior detalhe o efeito da dinaˆmica na˜o
linear sobre a localizac¸a˜o de excitac¸o˜es na rede optomecaˆnica. Estudos sobre localizac¸a˜o
em outros sistemas na˜o lineares mostram que a na˜o linearidade em algum momento destro´i
a localizac¸a˜o de Anderson [149], e em geral observa-se um comportamento sub-difusivo.
Dadas as peculiaridades da rede optomecaˆnica, na˜o e´ claro se este fenoˆmeno seria obser-
vado aqui. Outro to´pico a ser explorado futuramente e´ a coexisteˆncia de dinaˆmica cao´tica
e localizac¸a˜o. Seria interessante verificar se a localizac¸a˜o poderia levar ao aparecimento
de “ilhas cao´ticas” na rede optomecaˆnica e quais as propriedades destas ilhas. Por u´ltimo,
o estudo da dinaˆmica semicla´ssica de redes optomecaˆnicas desordenadas ainda permanece
totalmente inexplorado, e fenoˆmenos importantes, como formac¸a˜o de padro˜es [110, 112]
ou sincronizac¸a˜o [152], poderiam ser estudados na presenc¸a de desordem.
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Anexo A: Ca´lculo do estado
estaciona´rio cla´ssico de uma rede
optomecaˆnica desordenada






























Como de praxe, precisamos encontrar as soluc¸o˜es estaciona´rias cla´ssicas das equac¸o˜es (5.6)
e (5.7) para que possamos linearizar a interac¸a˜o optomecaˆnica. As equac¸o˜es cla´ssicas
associadas a`s equac¸o˜es (5.6) e (5.7) podem ser obtidas simplesmente substituindo os ope-






















bj + iK (bj+1 + bj−1) + ig0,j|aj|2. (5.9)
As soluc¸o˜es estaciona´rias das equac¸o˜es (5.8) e (5.9), αj e βj respectivamente, na˜o sa˜o
trivialmente encontradas em uma situac¸a˜o gene´rica devido a` presenc¸a do termo na˜o li-
near, mas lembrando que em geral o acoplamento optomecaˆnico g0,j e´ muito pequeno
se comparado aos demais paraˆmetros do sistema, podemos tentar resolver este problema












Vamos primeiro encontrar a soluc¸a˜o estaciona´ria de ordem zero na se´rie perturbativa.
Como as equac¸o˜es em questa˜o sa˜o lineares nesta situac¸a˜o, a soluc¸a˜o estaciona´ria pode ser
encontrada simplesmente escrevendo as equac¸o˜es na sua forma matricial e lembrando que
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~a0 = Ma~a0 + αL = 0, (5.11)
d
dt
~b0 = Mb~b0 = 0, (5.12)
onde ~a = {a1, . . . , aN}T e ~b = {b1, . . . , bN}T . Fica claro a partir das equac¸o˜es (5.12) que
a soluc¸a˜o estaciona´ria na˜o perturbada e´
~α0 = −M−1a αL, (5.13)
~β0 = 0, (5.14)




~a1 = Ma~a1 = 0, (5.15)
d
dt
~b1 = Mb~b1 + i~v = 0, (5.16)
onde ~v = {|a1,0|2, . . . , |aN,0|2}T . A soluc¸a˜o estaciona´ria das equac¸o˜es (5.15) e (5.16) e´ dada
por
~α1 = 0, (5.17)
~β1 = −iM−1b ~u. (5.18)
onde ~u = {|α1,0|2, . . . , |αN,0|2}T . Termos de ordem superior da se´rie perturbativa podem































Note que, como o termo na˜o linear e´ proporcional a g0,j, os termos da se´rie perturbativa
satisfazem equac¸o˜es lineares, o que faz com que o problema seja muito mais facilmente
resolvido.
E´ importante notar que a validade da abordagem perturbativa na˜o depende apenas
do qua˜o pequeno e´ g0,j frente aos demais paraˆmetros do sistema. De fato, a amplitude
de bombeamento αL tem um papel muito importante. Para valores muito altos de αL,
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a se´ria perturbativa pode ser na˜o convergente. O grande nu´mero de paraˆmetros faz com
que seja bastante complicado encontrar um condic¸a˜o geral para a convergeˆncia da se´ria
perturbativa, sendo aconselha´vel a verificac¸a˜o direta da convergeˆncia da se´ria perturba-
tiva.
Uma vez de posse das soluc¸o˜es estaciona´rias, podemos prosseguir com a linearizac¸a˜o
do Hamiltoniano, que daqui para frente segue essencialmente os mesmos passos da line-
arizac¸a˜o de um sistema optomecaˆnico simples, discutida no primeiro cap´ıtulo desta tese.
Uma vez obtido o Hamiltoniano linear, podemos aplicar os mesmos me´todos para o ca´lculo
do comprimento de localizac¸a˜o que v´ınhamos aplicando anteriormente.
Neste ponto, e´ importante observar que o me´todo perturbativo usado envolve a in-
versa˜o das matrizes Ma e Mb. Como discutido anteriormente, a inversa˜o nume´rica de
matrizes e´ uma operac¸a˜o com alto custo computacional, o que acaba por impor severas
limitac¸o˜es no tamanho das matrizes que podem ser invertidas numericamente. Para o
ca´lculo do comprimento de localizac¸a˜o, este pode ser um grande problema. Primeira-
mente, e´ importante lembrar que na situac¸a˜o em que estamos interessados, a presenc¸a de
dissipac¸a˜o e´ crucial, do contra´rio estados estaciona´rios na˜o existem e os ca´lculos acima
na˜o fariam sentido. Na presenc¸a de dissipac¸a˜o, o me´todo dos autovetores na˜o e´ ade-
quado, nos restando o me´todo de Green. Como discutido no cap´ıtulo 4, o me´todo de
Green consiste em, conhecidos elementos espec´ıficos do operador de Green de uma rede
com n ce´lulas, adicionar uma ce´lula a` rede original e calcular elementos espec´ıficos do
operador de Green da nova rede com (n+ 1) ce´lulas. Para que este me´todo funcione, no
entanto, e´ imprescind´ıvel que a adic¸a˜o da nova ce´lula na˜o perturbe as constantes de aco-
plamento optomecaˆnico da rede original. Pore´m, a adic¸a˜o de uma nova ce´lula certamente
altera o estado estaciona´rio das demais ce´lulas, o que acaba por perturbar o acoplamento
optomecaˆnico destas ce´lulas. A u´nica sa´ıda e´, antes de aplicar o me´todo de Green, des-
cobrir o estado estaciona´rio de todas as ce´lulas da rede optomecaˆnica que pretendemos
simular7. Como o me´todo de Green em geral simula redes com milho˜es de ce´lulas, o
ca´lculo a priori do estado estaciona´rio destes sistemas implicaria a inversa˜o de matrizes
com a mesma dimensionalidade, o que tornaria o me´todo invia´vel. Felizmente, devido
ao fato de simularmos redes unidimensionais com acoplamento apenas entre primeiros
vizinhos, as matrizes Ma e Mb sa˜o matrizes tridiagonais, e sistemas lineares envolvendo
matrizes com este tipo de simetria podem ser resolvidos rapidamente mesmo para matri-
zes muito grandes. Nossos testes mostraram que as soluc¸o˜es estaciona´rias de redes com
7Mais especificamente, e´ necessa´rio que saibamos de antema˜o quais sa˜o os paraˆmetros de todas as
ce´lulas que sera˜o “adicionadas” no processo iterativo. Conhecendo estes paraˆmetros podemos aplicar o
me´todo perturbativo desenvolvido aqui para descobrir o estado estaciona´rio de cada ce´lula. Uma vez
conhecido o estado estaciona´rio podemos renormalizar a frequeˆncia o´tica e computar o acoplamento
optomecaˆnico linear de cada ce´lula antes que ela seja afetivamente “adicionada” durante o processo
iterativo.
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ate´ 107 ce´lulas podem ser encontradas rapidamente em computadores convencionais. Isto
possibilitou que o me´todo de Green pudesse ser aplicado para calcular o comprimento
de localizac¸a˜o na situac¸a˜o em que o acoplamento optomecaˆnico linear e´ desordenado sem
perda de eficieˆncia.
